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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.

  باشد.می المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقاله تحت  

کمک تور با شش گروه نوترون تأخیري بهاي راکحل معادلات سینیتیک نقطه
   محلیروش هم

  3سعید پیش بین، 2پرویز دارانیا، ،1مسعود صیدي    
 ، ایرانایلام، ایلام دانشگاهگروه فیزیک، دانشکده علوم، 1

  ، ایرانارومیه، ارومیه دانشگاه، ریاضیدانشکده  2، 3
  13/12/1396: رشیپذ   15/11/1396: ینهائ شیرایو   01/06/1396: افتیدر

  دهیچک
اي راکتور در حضور ید براي حل معادلات سینیتیک نقطهعنوان یک روش عددي جددر این پژوهش ما از روش همگامی به

 رزامحاسباتی روش همگامی با نرم افایم. کد تأخیري استفاده کردهاي، خطی و سینوسی با شش گروه نوترون هاي پلهراکتیویته
نتایج محاسبات  .باشدها، داراي دقت بالایی میمتمتیکا نوشته شده است. این روش علاوه بر زمان کم محاسبه و همگرایی جواب

توان باشد لذا از آن میدهد که این روش کارآمد و دقیق مینشان می هاي عددي دیگرعددي روش همگامی در مقایسه با روش
  براي محاسبات دینامیکی در مرحلۀ راه اندازي راکتور استفاده کرد.

  تأخیري نوترون اي راکتور،روش همگامی، سنتیک نقطه راکتیویتۀسینوسی، :واژگاندیکل

  مقدمه
سینیتیک  معادلات، راکتور اساس تحلیل دینامیک   

باشند. این معادلات می )NPK( 1اي نوتروننقطه
خوبی چگالی نوترن که بیانگر سطح توان راکتور به

هاي نوترون تأخیري را باشد و همچنین غلظت والدمی
از یک مجموعه  NPK. معادلات ]1[کنند توصیف می

که با توجه به راکتیویتۀ  هستندجفت شده معادلات 
 توانند خطی یا غیرخطیتزریق شده به قلب راکتور می

دلیل اهمیت این معادلات در طراحی و کنترل باشند. به
 هاي تحلیلی و عددي این معادلات موردجواب، راکتور

هاي د. تلاشنباشاي میتوجه بسیاري از محققین هسته
زیادي از سالیان قبل تاکنون جهت پیدا کردن 

صورت  NPKهاي تحلیلی و عددي معادلات جواب
کمک روش ، به]2[ ابوانبر 2003گرفته است. در سال 

                                                        
 مسئول سندهینو: .comyahoo@masoudseidi  

1 Neutron Point Kinetic Equations                      
2 Analytical Exponential Method 
3 Generalized .Analytical Exponential Method 

طور را به NPK ) معادلاتAEM( 2تحلیل نمایی
ریع حل راکتور ساي براي یک تحلیلی با راکتیویتۀ پله

از روش تعمیم یافته تحلیل  2008کرد. نهلا در سال 
اي ) براي حل تحلیلی معادلات نقطهGAEM( 3نمایی

Bراکتور با کند کننده  e  و
2D O 3[استفاده کرد[. 

کمک روش این معادلات را به 2009پالما و همکاران در 
سیستم تحت ، ]4[ کردندفاکتور انتگرالگیري حل 

مطالعۀ آنها یک راکتور حرارتی بود که طی دو مرحله 
. از گردیداندازي میاي و رمپ راهتزریق راکتیویتۀ پله

  موارد زیر اشاره کرد:توان بههاي تحلیلی دیگر میروش
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با استفاده از  NPK حل تحلیلی معادلات  -1
و محاسبۀ مقادیر  1در ساعت هاي معادلهریشه

 .]5[ رایبض ویژه ماتریس

 .]DM( ]6( 2روش تجزیه -2

روش بسط چگالی نوترون و راکتیویته در  -3
 .]7[ هاي آنیجملاتی از زمان نسل نوترون

 2013لیلی یومه و همکاران در سال حل تح -4
با استفاده از روش ضرایب ماتریسی معادله 

  .]7[دیفرانسیل همگن 

ر فرمالیسم انتگرالی بسط سري تیلواستفاده از  -5
 مرتبۀ پایین توابع چگالی نوترون و راکتیویته

]8[. 

از تنوع  NPKهاي حل عددي حل معادلات روش
بیشتري برخوردارند و تفاوت عمدة آنها در سادگی، 

باشند. ها میزمان محاسبه، دقت و همگرایی جواب
هاي عددي عبارتند از: روش سري ترین روشعمده
اي ثابت ، روش تقریب تکه]PWS( ]10،11( 3توانی

، ]HM(]13( 5، روش هانسن]12[ )PCA( 4راکتیویته
-هاي رانگ، روش]TSM(]14( 6روش سري تیلور

کوتاي تعمیم -هاي رانگ، روش]RK( ]15( 7کوتا
 9، روش تحدید سفت شدگی]GRK( ]16( 8یافته

)SCM( ]17[هاي عددي بر مبناي تقریب پاده ، روش
روش  و ]19[ ايهاي چند نقطه، روش]18[و چیبیشف 

ITS2  براي حل معادلات داراي راکتیویتۀ پسخورد
روش  ما ازاشاره کرد. در این تحقیق  ]20[دمایی 

عنوان یک روش جدید به ]COM(] 2،212( 10محلیهم
در حضور  NPKمعادلات جدید براي حل 

اي، رمپ و سینوسی با در نظر گرفتن هاي پلهراکتیویته
ایج و نتاستفاده نموده شش گروه والد نوترون تأخیري 

                                                        
1 Inhour 
2 Decomposition Method 
3 Power Series Solution 
4 Piecewise Constant Approximation  
5 Hansen Method 

،  HM ،TSM ،GRK ،DMهاي با روشرا حاصل 
PCA  وSCM  ایمکردهمقایسه.  

 محلیروش هم
گروه   mاي راکتور برايمعادلات سنتیک نقطه   

نوترون تأخیري و بدون در نظر گرفتن اثرات راکتیویتۀ 
  :]23-25[ خورد دمایی عبارتند ازپس
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 از امین گروهi، ثابت واپاشی iتأخیري، 
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هاي آنی و ، زمان نسل نوترونlهاي تأخیري، نوترون
  ,t n tواقع  باشد. در، راکتیویتۀ خالص سیستم می

موع صورت مجتوان بهراکتیویتۀ خالص سیستم را می
) و راکتیویتۀ خارجی fخورد سیستم ( راکتیویتۀ پس

البته در . ]26[ ) نوشتextشده به سیستم (اعمال 
) را در (ݐ)ݍاینجا ما سهم جملۀ چشمۀ خارجی (

در و و مسئله را در حالت کلی  کردهمحاسبات وارد 
بازة زمانی  0,T صورت به 1کنیم، لذا معادلۀحل می

   شود:زیر تبدیل می
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6 Taylor Series Method 
7 Rungee-Kutta 
8 Generalized Rungee-Kutta 
9 Stiffness Confinement Method 
10 Collocation Method 
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زیر را در  ، شرایط اولیه4و  3براي دستگاه معادلات

  گیریم:ینظر م
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توان جواب حال با تعریف عامل انتگرال ساز زیر می

را برحسب 3تحلیلی معادلۀ n t دست آورد: هب  
6 

     
     0 00

exp exp
ic i it dt t    

  شود:بنابراین حاصل می
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 سازي آن بهو ساده 3در معادلۀ 7گذاري معادلۀبا جاي
  رسیم:دیفرانسیلی خطی زیر می–معادلۀ انتگرالی
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  عبارتند از: 8پارامترهاي تعریف شده در معادلۀ
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دیفرانسیلی خطی ولتراي –الییک معادله انتگر 8ۀمعادل
اول با شرط اولیه مرتبۀ

0(0)n n باشد. براي حل می
ه از روش هم محلی، فضاي چند آن با استفاد

  کنیم:فرم زیر را تعریف میهاي بهاي تکهايجمله
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هاي حقیقی از ايفضاي هم چندجمله mکه در آن 
hبا طول گام  mکمتر یا مساوي ۀدرج T N و 

 0it t ih  باشد. می 

جواب هم محلی    0
h mn S I هم محلی  ۀدر معادل

زیر با شرط اولیۀ 
0(0)hn n کند،صدق می  
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که در آن 
h نقاط هم محلی است که عبارت  ۀمجموع
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  خواهیم داشت: 11و با استفاده از
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   :که در آن
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گذاري معادلات و جاي هابا توجه به خواص انتگرال
i,ازاي ، به10در معادلۀ 12و  11 jt t جملۀ شامل ،

  باشد:صورت زیر میهانتگرال در نقاط هم محلی ب
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  از: عبارتند 13پارامترهاي تعریف شده در معادلۀ
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و  10در رابطۀ 14و  13حال با قرار دادن روابط
رسیم که هم محلی می سازي آن به معادلۀساده

  شود:صورت زیر تعریف میبه
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و دستگاه معادلات خطی به یک  15معادلۀبراي تبدیل 
 زیر هايبردارها و ماتریس ،شکل ماتریسینوشتن آن به

  کنیم:را تعریف می

   ,1 ,, ,
T m

j j j mN N N L R    

      ,1 ,2 ,, , , ( )
T m

j j j j mP t P t P t L R     

   ,1 ,( ), , ( )
T m

j j j mf f t f t L R    

      ,1 ,2 ,, , , ( )
T m

j j j j j j j mG F t F t F t L R  

 
  

,

,

, , 1,2, , ,i r

j j i

A a i r m

A diag P t A

  


  

   
01, ,

0

,
ic

j m j i j rC k t t sh s ds
 

   
 


  

   
0

1

1, ,
0

, ,

, , 1, 2, ,

l
j m j i l rC k t t sh s ds

l j i r m


 

  
 
  

 

,که در آن  ( )i r r ia c همچنین با تعریفباشد، می  

 
01, ,

0

,

, 1, 2, ,

i
Tc

j j m j i jH h k t t sh ds

i m

 
     

 
 

  

0ازايبه 1l j N    میتوان l
jH صورت زیر را به

  نوشت:
   0

1

1, ,
0

, , 1, 2, , .
T

l m
j m j i lH k t t sh ds i m R

 
     
 


  

معادلۀ به توان میدر نهایت با انجام مقداري محاسبه 
  زیر رسید:
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که داراي جواب  16با حل دستگاه معادلات خطیاکنون 

هاي هم محلی جواب توانمی ،فرد استهمنحصرب
  :آورددست هبا استفاده از رابطۀ زیر برا  10ۀمعادل
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      1 , , .T m

m R         

  نتایج همگرایی سراسري
فرد بودن جواب همنحصربروش هم محلی با توجه به   

ن آهمگرایی  ۀباشد و مرتبهمگرا می ،16دستگاه خطی
در معادله  چنانکه .هاي عددي بهتر استاز سایر روش

  زیر براي تابع مفروض 8یدیفرانسیل-یانتگرال
     

     
0

0
1,,

    

m
h m m

m

n S I k C D

t f t C I

 



, 

,  

  :بیشترین خطا عبارت است از
17    

     
[0, ]

1

( ) ( )

|| || ||| , ,1.| 0

v v

v

h

v m m
h v

t T
Max n n

n n C n h

t t

v



 

 

  

  

که در آن 
vC  ثابت حقیقی وابسته به پارامترهاي هم

محلی ic به  کهباشد میh وابسته نیستند. 

روش هم محلی داراي مرتبه همگرایی ،17ۀبه رابط بنا
m .ایی اط بین مرتبه همگرارتب تنفبا در نظر گر است

عددي  هايتوان روشمی mبا افزایش و دقت روش،
 نیز mالبته در افزایش دست آورد.هبا دقت مناسب را ب

یش باعث افزا تواندمی افزایش این زیرا ،شود باید دقت
ئله را به مس مضاعفی محاسباتی محاسبات شده و خطاي

که روش هم محلی بر اساس  نماید. توجه کنید تحمیل
کند و در هر مرحله اي عمل میتکه هايايچند جمله

0 ازاياز اجراي روش (به ≤ ݊ ≤ ܰ − یک  )1
m خطی دستگاه m شود.حل می  

  نتایج و بحث
عنوان یک روش جدید که به COMدر اینجا ما از    

تاکنون در محاسبات دینامیک راکتور مورد استفاده قرار 
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با در نظر  NPKنگرفته براي حل عددي معادلات 
گرفتن شش گروه نوترون تأخیري بدون اثرات پسخورد 
دمایی و چشمۀ خارجی استفاده کردیم. در این پژوهش 

 اي، رمپ و سینوسی مورد بررسیسه نوع راکتیویتۀ پله
قرار گرفته است. تمام پارامترهاي ثابت، مربوط به یک 

گرفته  ]6[باشند که از مقالۀ اي گرمایی میراکتور هسته
مطالعه، شرایط اولیه از  شده است. در تمام موارد مورد

 COMکنند. در ادامه نتایج حاصل از تبعیت می 5معادلۀ
طور مجزا مورد بحث ها بهبراي هر کدام از راکتیویتهرا 

  گیرد.قرار می

  ايالف. راکتیویتۀ پله
اي ، یک راکتور هستهCOMبراي چک کردن دقت    

  زیر در نظر گرفته شده است:هاي حرارتی با پارامتر
/  0 0 0 7 ،/ 1 0 000266 ،/ 2 0 0 0 1 4 9 1 ،

/ 3 0 001316 ،
/ 4 0 002849 ،

/ 5 0 000896 ،
/ 6 0 000182 ،

/ 1 00127 ،
/ 2 0 0 3 1 7 ،

/ 3 0 1 1 5 ،
/ 4 0 311   ،

/ 5 1 4 ،
/l 6 3 87.  

اي با مقدار یک نمونه راکتیویتۀ پله 1در جدول
/ 0 0 0 هاي در زمان 03

/0 00001 ،
/0 001 ،

/0 1  ،
،310 ،410هاي ازاي زمان نسلثانیه به 10و  1

510 و 610  مورد بررسی قرار گرفته است. مطابق
  DM با روش COM، با مقایسۀ نتایج روش 1جدول

م خوبی با ه بسیار خوانیهمشود که نتایج، مشاهده می
هر چه بازة زمانی کوتاهتر باشد دقت محاسبات  دارند.

 وضعیت ما میتوانیمبا این  با این روش بیشتر است
نیم. زمان را حل کمسائل مربوط به راکتیویتۀ متغیر با 

الی اي چگطبیعی است که با افزایش راکتیویتۀ پله
. یابدنوترون و به تبع آن توان راکتور افزایش می

در محدودة فوق بحرانی با شکست  NPKمعادلات 
شوند چرا که دیگر وابستگی مکانی و مقدار مواجه می

شار نوترونی ثابت نیست. بنابراین ما مجازیم راکتیویته 
 از طرفی ،ي را تا محدودة بحرانی در نظر بگیریماپله

با افزایش  NPKتوان گفت که پیش بینی معادلات می
  اي متحمل خطاي بیشتري خواهد شد.راکتیویتۀ پله

تلف ازاي مقادیر مخ. چگالی نوترون با راکتیویتۀ ثابت به1جدول
  زمان نسل نوترون

0 0.003   

COM  DM   t s   l s  

/1 00003  
/1 00003  510 

310 
/1 00299  

/1 00299 310 310 
/1 24840  

/1 24847 110 310 
/1 97745  

/1 96728 1 
310 

/7 18502  
/6 65661 10 

310 
/1 0 0030  

/1 0 0030 510 
410  

/1 0 2941  
/1 0 2941 310 410 

/1 76684  
/1 76528 110 410 

/2 20294  
/2 18765 1 

410 
/8 6 4 5 7 6  

/7 7 83 1 8 10 
410 

/1 00299 
/1 00299 510 

510 
/1 24723 

/1 24728 310 510 
/1 80381 

/1 80228 110 510 
/2 23149 

/2 21266 1 
510 

/8 6 9 6 2 4 
/8 03659 10 

510 
/1 0 2941 

/1 0 2941 510 
610 

/1 73711 
/1 73656 310 610 

/1 80626 
/1 80477 110 610 

/2 23225 
/2 21520 1 

610 
/8 8 8 4 4 6 

/8 05232 10 610 

نشان داده شده  1، در شکل1نتایج ارائه شده در جدول
گی بازة زمانی جهت دلیل گستردبه 1است. در شکل

ازاي چهار به COMوضوح بهتر نتایج دو روش دقت 
هاي آنی در حضور راکتیویتۀ مورد زمان نسل نوترون

ده شبراي محور زمان از مقیاس لگاریتم نپري استفاده 
براي  DMاي مشهود است. انحراف معیار از است. پله

ثانیه  610 و 310 ،410،510هاي زمان نسل
0/ترتیب عبارتند از: به 2158 ،/0 3114 ،/0  و 2694

/0 بسیار خوب  خوانیهم. این مقادیر انحراف، 3398
  دهد.را نشان می DMو   COMنتایج دو روش
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مان ازاي زبه اي. چگالی نوترونی در حضور راکتیویتۀ پله1شکل

a(( هاي آنینوترون هاينسل sec310 )b ( sec410 )c (

 sec510 )d ( sec610. 

 ب. راکتیویتۀ رمپ

ر ددر اینجا یک راکتور حرارتی با پارامترهاي زیر    
حضور دو نمونه راکتیویتۀ خارجی رمپ مورد نظر 

  باشد.می
l s 30 ،/  0 0 0 6 4 7 3 ،

/ 1 0 000214،/ 2 0001423 ،
/ 3 0 00 1247،/ 4 0 002568 

،/ 5 0 000748،/ 6 0000273،/ 1 00124، 

/ 2 00305 ،/ 3 0111 ،/ 4 0 301 ،

/ 5 1 1 4 ،/ 6 3 01.  
در مورد اول، راکتیویتۀ   0.0007t t  سیستم اعمال به

با  2در جدول COMشده است. نتایج حاصل از 
مقایسه شده است.  PCAو GRK ،DAهاي روش
دهد. انحراف معیار را نشان می 2نتایج جدول ،2شکل

COM هاي از روشGRK ،DA وPCA ترتیب به
1/عبارتند از:  9178 ،/1 1/و  9177 . مقادیر انحراف 9169

آن با  خوانیهمو  COMمعیار بیانگر دقت خوب 
باشد. در مورد دیگر، تابع هاي مذکور میروش

  0.001t t   مورد بررسی قرار گرفته است. در این
هاي با روش COMمورد ما نتایج حاصل از روش 

DM ،TSM  وHansen ایم. نتایج این مقایسه کرده
نشان داده شده است. مشاهده  3محاسبات در جدول

 خوانیهمهاي مذکور با روش COMشود نتایج می
توانیم دقت خوبی دارد. البته ما در این روش می

  ها تنظیم کنیم.محاسبات را با کنترل طول گام
. مقایسۀ چگالی نوترون با راکتیویتۀ 2جدول  0.0007t t   با
     .  DM  ،COM ،GRK،PCAهايروش

COM  PCA  GRK  DM  t  
/1 3411 

/1 3382 
/1 3382 

/1 3382 ٢ 

/2 2 5 3 4 
/2 2 2 7 8 

/2 2 2 8 4 
/2 2 2 8 4 ٤ 

/5 7 713 
/5 5 8 02 

/5 5 8 2 0 
/5 5 8 52 ٦ 

/46 6169 
/42 7880 

/42 7860 
/42 8762 ٨ 

 
  . چگالی نوترونی در حضور راکتیویتۀ رمپ.2شکل

 ۀ. چگالی نوترون با راکتیویت3جدول  0.001t t   محاسبه شده
  .   DM ،COM ،Hansen ،TSMهاي با روش

COM Hansen  TSM  DM  t  
6155/1 6156/1 6155/1 6152/1  2 

6634/4 6636/4 6633/4 6640/4 4 

48/208 58/208 43/208 96/208 6 

/  229 70 10 /  231 34 10 /  231 31 10 /  231 32 10 ٨ 

  
  سینوسی ج. راکتیویتۀ

همان پارامترهاي  ،پارامترهاي مسئله در این مورد
نتایج براي  4باشند. در جدولراکتیویتۀ رمپ می
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ثانیه نشان داده  10تا  1راکتیویتۀ سینوسی در بازة زمانی 
 Hansenو  DMهاي است. با مقایسۀ نتایج روششده 

بسیار  خوانیهمشود که نتایج مشاهده می COMبا 
هاي خوبی با هم دارند. در اینجا ما از طول گام

/h0 استفاده کردیم حال اگر بخواهیم دقت  01
 ها را افزایشمحاسبات را افزایش بدهیم باید طول گام

 در این روش همگرا هستند. هابدهیم. جواب

 شکلبه . چگالی نوترون در حضور راکتیویته سینوسی4جدول 
   0.00073sint t .  

0.01

COM

h
 

Hansen 

0.01
DM
h

 
t 

/1 12394 /1 12396 /1 12351 
١ 

/1 16889 /1 16880 /1 16816 
٢ 

/1 07448 /1 07442 /1 07429 
٣ 

/0 95382 /0 95380 /0 95527 
٤ 

/0 90735 /0 90737 /0 90454 
٥ 

/0 98468 /0 98464 /0 98172 
١٠ 

نشان داده شده  1شکلدر  4نتایج ارائه شده در جدول
از  COM. انحراف معیار استاندارد روش است
ترتیب عبارتند از:به DM و Hansenهاي روش

/
 54 1 9 1 0/ و 0 بیانگر که این مقادیر  0018

آن با  خوانیهمو   COMدقت بسیار خوب روش
  .باشدمیهاي مذکور روش

 
نوترونی برحسب زمان در حضور راکتیویتۀ . چگالی 1شکل

 سینوسی

  گیرينتیجه
یک روش ) COM(روش پیشنهاد شده در این مقاله    

تحلیلی عددي است که در حوزة دینامیک راکتور جدید 
صورت مجموعی از روش جواب به2باشد. در این می

شود. حسن این روش هاي لاگرانژ بیان میايچند جمله
ب را فقط در هاي عددي که جوادر مقایسه با روش

تواند کنند این است که میاي مشخص مینقاط گره
کند. همچنین این  دلخواه تعیین ۀدر هر نقطرا جواب 

نیز وابسته است که با افزایش  mبه  Nبر  روش علاوه
m یعنی در این  ز افزایش دادتوان دقت روش را نیمی

توان با طول می h01/جاي طول گام کوچک روش به
کرد که این امر ممکن است خطا را  کار گام بزرگتر

ا ترمیم توان خطا رمی mافزایش دهد ولی با افزایش 
تواند سرعت اجراي برنامه نمود. افزایش طول گام می

هاي از روش COMانحراف معیارهاي را افزایش دهد. 
 GRK ،DM ،Hansen ،PCAمختلف عددي از قبیل: 

اي، رمپ هاي خارجی پلهدر حضور راکتیویته TSMو 
باشد. می COM و کارآمديدقت بالا و سینوسی بیانگر

نتایج محاسبات عددي نشان داد که این روش در 
هاي ویژه در زمانههاي عددي دیگر بروشمقایسه با 
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وان از آن ت، بنابراین میمد استکوتاه بسیار دقیق و کارآ
محاسبات دینامیکی مربوط به راه اندازي راکتور  در
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Solutions of reactor point kinetics equations with six 
group of delayed neutrons using collocation method  
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Abstract 
In this study, we have used Collocation Method (COM) as a new method for solution of reactor 
point kinetics equations in the presence of step, linear and sinusoidal reactivities with six groups 
of delayed neutron. The calculation code was written by MATHEMATICA software. This 
method, in addition to the low time of calculations and convergence of solutions, has high 
accuracy. The results of numerical calculations by COM compared with other numerical methods 
show that this method is efficient and accurate. Therefore, it can be used for dynamical computing 
at the startup stage of the reactor. 

Keywords: Sinusoidal Reactivity, Collocation Method, Reactor Point Kinetics, Delayed 
Neutron 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                        
 Corresponding Author: masoudseidi@yahoo.com 

mailto:masoudseidi@yahoo.com

