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  سگاو-اینسپرتوهای پیرامحوری  2Mعاملعددی  بررسی

 3 ، حمید نادگران2 راحله پورمند، ،1 خواهمجتبی ثروت

 ، ایرانمرودشت، دانشگاه آزاد اسلامی، مرودشتواحد گروه فیزیک،  5

 ایران ،فارس ،استهبان ،مرکز آموزش عالی استهبان فیزیک، گروه 2
 ایران شیراز، شیراز، دانشگاه علوم، دانشکده فیزیک، بخش 9

 دهیچک
های معادله موج بجوا ی ازکامل و متعامد ةمجموع که هستندگاوس -هلمهولتزپرتوهای  جمله ازگاوس -اینسپرتوهای 

2ملعادوم پرتو، به بررسی  ةعددی ممان مرتب ة. در این مقاله با محاسبدهندتشکیل میدر مختصات بیضوی را پیرامحوری 

M  این

2 عاملمدل محاسباتی برای رفتار یک های عددی، برازش داده ةوسیل. سپس بهشده است پرتوها پرداخته

M  ارائه  دمبرحسب عدد

2عامل ةدهند که رابطشده است. نتایج نشان می

M لعامکه این حالی ، درباشدمی دم ةمرتبصورت تابع خطی و صعودی از به پرتو 

2عاملیابی سریع به های لیزر را در دست. این محاسبات طراحان سیسستماست دم عددمستقل از 

M ده و از این پرتوها یاری کر

 گرداند. نیاز میانجام محاسبات پیچیده بی

2عامل، وساگ-اینس پرتوهای وس،اگ-هولتزپرتوهای هلمموج پیرامحوری، معادله  واژگان:دیکل

M 

 مقدمه
پرتوهای  ةزیرمجموعگاوس -اینسپرتوهای    

باشند که از حل معادله موج میگاوس -هلمهولتز

 دست آمده و اولینپیرامحوری در مختصات بیضوی به

 [. این پرتوها ویژه5] معرفی شدند 2002بار در سال 

های یعی مشددهای پایدار بوده و مشخصههای طبدم

ماند. با ا تحت انتشار بدون تغییر باقی میساختاری آنه

توجه به تابعیت سطح مقطع عرضی این پرتوها، 

صنعت اپتیک گسترش یافته است.  کاربردشان در

به کاربرد این پرتوها در  توانعنوان مثال میبه

دهی و هدایت ذرات میکرومتری و به دام سازمان

 [.2] اندازی ذرات اشاره کرد

ی کاربردی این پرتوها، ارائه هازمینه ةسعتوجه به تو با

برخوردار  یهای مناسب تولید آنها از اهمیت زیادروش

وسط تگاوس -اینسدر این راستا تولید پرتوهای است. 

                                                           
مسئول سندهینو: servatkhah@miau.ac.ir  

 

 [ و نیز9] Nd:YVO4لیزر  شکستن تقارن مشدد در

 همچنین [.2] در آنها گزارش شده است مد ةکنترل بهر

 یکیاپت مختلف مواد در پرتوها این انتشار هایمشخصه

ای های مرتبهمدبرای تولید [. 1-3] شده است بررسی

ه از جمل .شودهای متفاوتی استفاده میبالاتر از روش

های لیزر به مقدار خیلی کوچک، کج کردن یکی از آینه

 kinoform phase)از فیلترهای فازی  هاستفاد

plates) استفاده از فیلترهای فضایی ،(spatial light 

modulator) لیهای دیجیتاو یا با استفاد از میکروآینه 

(Digital micrometer)ًبا استفاده از فیلترهای  . اخیرا

 ةتببا مرگاوس -لاگرو گاوس -هرمیتفضایی پرتوهای 

فازی پرتوهای [ و با استفاده از فیلترهای 50بالا ]

 نیز های بالابا مرتبهگاوس -اینسو گاوس -هرمیت

مختلف  هایتولید مرتبههمچنین، . [55] اندتولید شده
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ی های دیجیتالمیکروآینه ةوسیلبهگاوس -اینسهای مد

بررسی شده است  های متلاطمتشار آنها در محیطو ان

 ردهای لیزری مراتب بالا برای استفاده مداز  .[52،59]

 اندهگرفتتداخل سنجی با دقت بالا مورد استفاده قرار 

 وصیفت برای مناسب استاندارد یک ارائه بنابراین[. 52]

  .دارد بسیار اهمیت هامد این انتشار نحوه و کیفیت

2عامل

M فتوصی هایکمیت ترینمهم از یکی عنوانبه 

 ،بعد بدون کمیت این. شودمی معرفی پرتو ةکنند

 کمر حهصف در شدت توزیعبین  ارتباط ةکنند توصیف

 این ،در حقیقت. باشدمی دور میدان ةصفح و پرتو

ه و امروز بوده پرتو ایزاویه واگرایی از معیاری کمیت

تجاری برای بیان کیفیت پرتوهای  عنوان یک شناسةبه

. [15] شوداز آن استفاده میهای لیزری در سیستمنوری 

2عامل

M یزن پرتو بودن پیرامحوری میزان بررسی در 

 رد داد نشان توانمی زیرا ،کندمی ایفا را کلیدی نقش

 شابهم قانون ازپرتو  اندازة لکة نیز تخمین پیرامحوری

عامل بنابراین[. 65] کندمی تبعیت وسیاگ پرتو انتشار
2

M ست،ا مرتبط پرتو انتشار هایمشخصه با تنها نه 

 ةندکن توصیف این عامل پویای رفتار تحلیل بلکه

 غالباً[. 57،58] باشدمی نیز محیط فیزیکی مشخصات

 پرتو کیفیت کنترل منظوربه لیزری هایسیستم طراحان

 یازمندن استاندارد، پرتو یک با آن مقایسه و شده تولید

 .باشندمی عاملاین  دانستن

2عامل

M در رایج پرتوهای 5هاینمایه اغلب برای 

 محاسباتی هایروش و شده محاسبه اپتیک صنعت

 ببرحس کمیت این رفتار ارائه برای تحلیلی و عددی

 بین از[. 53-22] است شده ارائه پرتو هایمشخصه

2عامل نیزگاوس -هلمهولتز پرتوهای

M پرتوهای 

 است شده محاسبهگاوس -ماتیو وگاوس -بسل

[51،29.] 

                                                           
1 profile 

 دوم ةمرتب ممان ةمحاسب روش از استفاده با مقاله این در

2عامل بررسی به پرتو

M یگوس-اینس پرتوهای 

 میتک این تخمین برای محاسباتی یمدل و شده پرداخته

 نمایه توصیف از پس بنابراین. گردیده استارائه 

2عامل محاسبه به گوس،-اینس پرتوهای

M پرتوها این 

 رازشب مناسب تابع با هاداده شود. پس از آنمی پرداخته

 هارائ عامل این رفتار برای محاسباتی مدل تا شودمی

 هایدم انتشار کیفیت تحلیل به محاسبات این. شود

 کیاپتی هایسیستم طراحان و کرده کمک گاوس-اینس

 .گرداندمی نیازبی زمانبر محاسبات انجام از را

 وساگ-اینسپرتوهای 
از معادله موج  گاوس-اینسبرای تحلیل پرتوهای    

    :[5] صورتپیرامحوری که به

2 2 0
t

ik
z

                                5 

بوده  دله بالا عدد موجادر مع kکنیم، است، استفاده می

 و لاپلاسی عرضی: 

2 2

2 2t x y
 

توان را می 5های معادلهور کل جوابطباشد. بهمی

 :[5] صورتبه

2                       U r,z r,z exp ikz 

  در دستگاه مختصات بیضوی .در نظر گرفت

 :[5] صورت تابع مختلطبه

0

2 2

22

, , exp(

            [ exp

             exp exp ])

GS

R z z

z E N iZ z

i z
z

ikr r

           9 
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ω(z) در این رابطه که است = ω0[1 + (z zR⁄ )2]1 2⁄ 

zRو  zدر نقطه  لکه ةانداز = kω0
2  ω0برد ریلی و  ⁄2

zکمر پرتو در  = R(z) و 0 = z[1 + (zR z⁄ شعاع  [2(

ηهمچنین،  است.انحناء جبهه موج  ∊ [0,2π) و  ξ ∊ [0, ∞) 

 در دستگاه بیضویمختصات عرضی  ةتوصیف کنند

ترتیب بیان کننده تغییرات شعاع و زاویه در به بوده و

رابطه این دستگاه باشد. همچنین، مییک بیضی 

 :[5] استصورت زیر به یکارتدمختصات با مختصات 

cos cos( ) h   

( ) sinh  sin 

x f z

y f z
                               2 

f(z) معادله بالادر  = f0ω(z) ω0⁄  فاصله جدایی دو

فاصله جدایی دو کانون  f0کانون بیضی از هم است و 

است. با توجه به  z=0 صفحه کمر پرتو بیضی از هم در

تابع جواب مفروض، جداسازی متغیرها در معادله موج 

نتیجه N  و Eپیرامحوری معادلات زیر را برای توابع 

 دهد:می

1 

2

2
  2 2 0

d E dE
sinh a p cosh E

dd
 

2

2
  2 2 0 

d N dN
sin a p cos N

dd
 

2 2

0 R

R

z z dZ

z dz
                              

 و های جداسازی بودهثابت a و pکه 
2

0

2

0

2f 

معادله اینس  مبه نا 1معادله از معادلات دومینباشد. می

 2هیلاین معادله حالت خاصی از معادله  .مشهور است

 2تناوب  ةای دارای دوراین معادله زاویهباشد. می

مقداری معلوم یک معادله ویژه aو  pازای است و به

متناهی و حقیقی  ةمقادیر این معادله مجموعویژه است.

                                                           
2 Hill equation 

0که طوریتند بههس ... p

p p
a aازای هر . به

مقدار پاسخ معادله به شکل یک سری فوریه متناهی ویژه

)به شکل  ) (a ) cos 2
m

j p
N A j .قابل نمایش است 

) تابع )N اینس از های زوج و یا فرد ایچند جمله را

ترتیب با نامند که بهمی m )عدد( و درجه pمرتبه 

( , )m

p
C  و( , )m

p
S  با توجه ند. شومیداده نمایش

از  iبا تبدیل  1اولین معادله از معادلاتبه اینکه 

توان آید بنابراین میدست میدومین معادله به

های این معادله را هم با همین تبدیل از جواب

همچنین از دست آورد. ای بهزاویه های معادلةجواب

شکل هب Zسوم تابع  ةحل معادل

arctan( )
R

z
Z p

z
 شود.حاصل می

 

3,1
eIG 

2,0
eIG 

3,1
oIG 

2,2
oIG 

 گاوس-فرد پرتوهای اینس های زوج ومدتوزیع شدت . 5شکل

 .مختلف مدعرضی برای چند  در صفحه

 زوجمیدان الکتریکی دو گروه  1معادلاتحل بنابراین با 

را  یدر مختصات بیضوگاوس -و فرد پرتوهای اینس

  :صورتبه
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2

0

2

2

0

, ( , ) ( , ) ( , )exp( )
( ) ( )

        exp ( ( 1)arctan( )) 
2 ( )

m m

p p

o
p m

S r
r S i S

z z

kr z
i kz p

R z z

IG

 

2

0

2

2

0

, ( , ) ( , ) ( , )exp( )
( ) ( )

          exp ( ( 1)arctan( )) 
2 ( )

m m

p pp m
C r

r C i C
z z

kr z
i kz p

R z z

eIG

   6 

های ثابت Sو  C مذکور 6در معادلاتدهد. دست میبه

ب مربوط به ترتیبه eو  oباشند. بالانویس می بهنجار

های نویسباشند، همچنین پایینو زوج می پرتوهای فرد

p  وm باشندمی مدو عدد  مدترتیب معرف مرتبه به .

0در این روابط  m p  برای توابع زوج و

1 m p  برای توابع فرد هستند. همچنینp  وm 

باشند به این معنا که دارای پاریته یکسان می

( 1) 1p m [5 .]های زوج مدتوزیع شدت  5شکل

گاوس را در صفحه عرضی نشان -نسفرد پرتوهای ای و

های زوج و فرد مدبا مقایسه توزیع شدت های  دهد.می

های فرد روی محور مدشود که در متفاوت دیده می

ای وجود ندارد یا ( هیچ قلهxتقارن افقی )محور 

محور تقارن افقی صفر عبارتی توزیع شدت روی به

های مدکه در ردیف پایین( در صورتی 5است )شکل

ردیف  5زوج روی محور تقارن افقی قله شدت )شکل

 بالا( وجود دارد.  

 وساگ-پرتوهای اینس 2Mمحاسبه عامل

2عاملبرای محاسبه    
M  پرتو از رابطه زیر استفاده

 [:22] شودمی

 2 2 2

x y
M M M                                          7 

2 که در آن

j
M است:صورت زیر تعریف شده به 

2

0
4   ,    

j j j
M j x y                        8 

 

 
 

 
ب(  وسی واگ-های زوج اینسمد الف( برای 𝑀2عامل  .2شکل

 مد و مرتبه (m) مدعدد وسی برحسب اگ-ای فرد اینسهمد

(p). 

ب ترتیپرتو بههای مرتبه دوم ممان σ∞j و  σ0jهمچنین،

رت صوباشند و بهمی میدان دوردر صفحه کمر پرتو و 

[22:] 

2 2

,

2

0

2

,

| ( , ) |

| ( , ) |

p m

x

p m

x E x y dxdy

E x y dxdy



 

 

 

 



 

 

                   3  

2 2

,

2

2

,

( ) | ( , ) |

| ( , ) |

x x p m x y x y

x

p m x y x y

f f E f f df df

E f f df df



 

 

  

 





 

 

       50 
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 (الف)

 (ب)



 55                                      5931دهم، تابستان یازی، دورة ششم، شمارة اذرهبسهای مجلة پژوهش سیستم   

2

,

2

,

| ( , ) |

| ( , ) |

x p m x y x y

p m x y x y

x

f E f f df df

E f f df df

f

 

 

 

 



 

 

 

 شوند. تعریف می

در معادلات بالا 
,

( , )
p m x y

E f f  میدان در نشان دهنده

 شود: است که با رابطه زیر محاسبه می فضای فرکانس

, ,

( 2 ( ))

( , ) ( , )

                 x y

p m x y p m

i f x f y

E f f E x y

e dxdy
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xکه در آن 
f و

y
f های فرکانس فضایی عرضی مؤلفه

برای محاسبه میدان در فضای فرکانس از  باشند.می

 صورت:تبدیل مختصات کارتزین و بیضوی بهروابط 

1

1

2

2 2 2

2

2

2 2 2

2

2 2

1 4x
(r (r 1) ),

2

1 4x
(r (r 1) ),

2

cosh

cos

r x y
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در  الکتریکی اکنون با دانستن میدان شود.استفاده می

های توان انتگرالحقیقی و فضای فرکانس، میفضای 

های ة دوم را با روشهای مرتبموجود در روابط ممان

2و عامل دومعددی محاسبه ن
M دست آورد. پرتو را به

به این منظور برنامه حل عددی انتگرال با استفاده از 

2عامل 2شکلروش سیمپسون نوشته شده است. 
M 

صورت تابعی از اعداد وسی را بهاگ-های اینسمدانتشار 

توان ارها میدومبا توجه به ن دهد.نشان می مدمشخصه 

2دریافت که عامل
M تابع گاوس -پرتوهای اینس

 m مدبوده و مستقل از عدد  p مدصعودی از مرتبه 

ر کیفیت محاسبه فاکتوبه خوبی با نتایج  نتایجاین  است.

گاوس که از دسته -یوگاوس و مات-پرتوهای بسل

دو در این  .دارد خوانیهمهولتز هستند های هلمپرتو

ه پرتو نیز عامل کیفیت وابستگی مستقیم به مرتبسته د

غییر تصورت یکنواخت به مدمرتبه  شته و با تغییردا مد

2عاملاکنون به بررسی رفتار . [51،29] کندمی
M 

م. با پردازیمی مد ةحسب مرتببرگاوس -پرتوهای اینس

                  

                

2 عامل .9شکل

M  های مد( جفرد، ) مرتبههای زوج با مد( بزوج، ) مرتبههای زوج با مد( الف، برای: )مدبرحسب مرتبه

 . فرد مرتبههای فرد با مد( دزوج، ) مرتبهفرد با 

 ب الف

 د ج
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های توان دریافت که دادههای عددی میبرازش داده

محاسبه شده به خوبی با یک تابع یکنواخت خطی قابل 

ملعاها مدتوصیف است زیرا با افزایش اعداد مشخصه 
2

M ان تویابد. بنابراین میطور خطی افزایش مینیز به

های محاسبه شده با تطبیق یک تابع خطی بر داده

 . دومرا محاسبه نمعادله برازش ضرایب 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

2د رفتار عاملندهنتایج محاسبات نشان می
M  مستقل

ه وابست مد ةصورت خطی با مرتببوده و به مداز عدد 

-های زوج و فرد اینسمداست این وابستگی برای 

 :استصورت زیر وسی بهاگ

𝑀(𝑝)𝑓𝑖𝑡
2 = 𝑝 + 1                               59    

های حاصل از محاسبات نتایج برازش داده 9شکل

-های اینسمدعددی بر تابع خطی را برای دو گروه 

 دهد.با اندیس های زوج و فرد نشان می وسیاگ

نی بیتواند برای پیشمی 59با توجه به نتایج، رابطه خطی

2عامل
M  استفاده قرار گیرد. این ها مورد مدبرای این

2دهد وابستگی عاملوضوح نشان میرابطه به
M 

یف کاملاً توص مدانتشار این دسته از پرتوها با مرتبه 

 شود.می

صورت عددی انجام شده است از آنجا که محاسبات به

ارائه مرتبه خطا در محاسبات و درجه اطمینان رابطه 

 توان ازخواهد بود. به این منظور میمفید برازش شده 

 [:22] دوماستفاده نمجموع مربعات خطاها کمیت 

22 2
  ( ( ) ( ) )

fit

p

SSE M p M p 
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رای انتخاب بهترین معیاری ب SSEکمیت در حقیقت 

باشد و در صورتی که های محاسباتی میبرازش بر داده

ها منطبق و ل دقیقاً بر دادهمدصفر شود  کمیتاین 

تغییرات  2شکل 52با استفاده از معادله سازگار است.

دهد. با را نشان می m مد عددحسب مذکور بر کمیت

گاوس واضح -های اینسمدبرای  کمیتمحاسبه این 

2دست آمده برای محاسبه عاملهاست که رابطه ب
M 

ا ای قابل اطمینان بوده و بگاوسی رابطه-پرتوهای اینس

( خطا در رابطه برازش کاهش m) مد عددافزایش 

نشان دهنده آن   یابد. همچنین از آنجا که عاملمی

است که پرتو از نظر توزیع شدت و همچنین چگونگی 

رفتار  00TEMوسی اانتشار تا چه حد مانند پرتو گ

 دمتوان افزایش این عامل را با افزایش مرتبه کند، میمی

توزیع ، 5(، شکلp) مدتوضیح داد. با افزایش مرتبه 

د مشدت در صفحه عرضی تغییرات بیشتری نسبت به 

ها افزایش عبارت دیگر تعداد لکه، بهدارد 

این تغییرات نتیجه تغییرات بیشتر میدان  .یابدمی

همچنین توزیع  الکتریکی در صفحه عرضی است.

و انرژی  شود( دور میzشدت از مرکز باریکه )محور 

  مدتری نسبت به پرتو در فضای گسترده

از طرف دیگر با توجه به  .(5)شکل شودپخش می

توزیع شدت  در محاسبه عامل 50و  3، 8معادلات 
2

,| ( , ) |p mE x y  نقش اساسی دارد و با تغییر آن مقدار

بنابراین با نیز تغییر خواهد کرد.  عددی عامل

2
M

00TEM

00TEM

2
M

2
M

 

 

بر   m مد عددحسب بر SSE کمیتمحاسبه  .2شکل

مدهای  ب(  و های زوجمدالف(  ، 52اساس معادله

 .فرد

 

 الف

 ب
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مقدار  مدافزایش مرتبه 
0 j

و  
0

ترتیب در فضای به 

پس با افزایش مکان و فرکانس افزایش خواهد یافت. 

 یابد.نیز افزایش می  ( عاملp) مدمرتبه 

 گیریبحث و نتیجه

-هلمهولتزاز جمله پرتوهای  گاوس-پرتوهای اینس   

پایدار با تقارن روند که در مشددهای به شمار میگاوس 

وجه به خصوصیات یابند و با تبیضوی انتشار می

ر نها دهای آدفردشان، اخیراً کاربرفیزیکی منحصر به

 است. در این مقاله بهصنایع اپتیک گسترش یافته 

2عامل محاسبه
M گاوس -برای پرتوهای اینس

 ةبو مرت به عدد کمیتو وابستگی این  شده پرداخته

است. با توجه به اینکه محاسبات  ها بررسی شدهمد

گر های محاسبهبر بوده و نیازمند کامپیوترمربوطه زمان

های عددی، الگوی باشد با برازش دادهقوی می

2عاملمحاسباتی برای تخمین 
M این پرتوها ارائه شده 

 املعاست. نتایج گویای این حقیقت است که رفتار 
2

M  مد ةمرتببرحسب (p )صورت تابع خطی است به

 باشد.وابسته نمی (m) هامد عددبه  کمیتو این 

محاسبات انجام شده برای مجموع به همچنین با توجه 

توان نتیجه گرفت که این رابطه برای مربعات خطاها می

های زوج( و عدد مد)برای  7های بزرگتر از مدعدد 

های فرد( از دقت بسیار مد)برای  9های بزرگتر از مد

ابی یبه دستتواند این الگو می خوبی برخوردار است.

2 عاملسریع به 
M پرتوها کمک کرده و طراحان  این

گیر پیچیده و وقتهای اپتیکی را از محاسبات سیستم

2نیاز گرداند. روند افزایشی عامل بی
M  با افزایش

توان به توزیع شدت عرضی در فضای را می مدمرتبه 

 3، 8معادلات  تر مربوط دانست که با توجه بهدهگستر

مقدار  50و 
0 j

و  
0

در فضای مکان و فرکانس  

نیز  ابد و در نتیجه مقدار عددی عاملیافزایش می

 .یابدافزایش می
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Numerical investigation of the 2M factor of paraxial Ince-

Gaussian beams 

Mojtaba Servatkhah1,, Rahele Pourmand 2, Hamid Nadgaran 3 

1 Department of Physics, Marvdasht Branch, Islamic Azad University, Marvdasht, Iran 

2 Department of Physics, Estahban Higher Educational Center, Estahban, Iran 

3 Physics Department, College of Science, University of Shiraz, Shiraz 71454, Iran 

Abstract 

Ince-Gaussian beams are a complete member of Helmholtz-Gauss beams and are exact 

and orthogonal solution of paraxial wave equation in elliptical cylindrical coordinates. In 

this paper, numerical evaluation of the M2 factor of Ince-Gaussan beams based on second 

order moments of intensity is presented. The results show that the M2 factor is an 

increasing function of mode order whereas it is independent of mode number. These 

calculations can help optical system designers to compute the quality factor of these 

beams very easily without the need to use other complex calculations.  

Keywords: Paraxial wave equation, Helmholtz gauss beams, Ince-gaussian beams, M2 

factor 
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