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 سطح ههای رشد پیوستغیرفعال در مدل ةبررسی اثر نوف

  2قاسمی نژاد حقیقی محسن، 1محمود رستمی، ،1داود رئوفی
 گروه فیزيك، دانشکده علوم، دانشگاه بوعلي سینا، همدان، ايران 3

  علوم، دانشگاه شیراز، شیراز، ايران، دانشکده گروه فیزيك 2

  07/06/3161 پذيرش:   07/07/3161ويرايش نهائي:    39/07/3161دريافت: 

 
 دهیچک

باشد. هدف از اين پژوهش، بررسي اثر نوفه غیرفعال بر روی اين های مطرح در رشد سطح ميهرينگ يکي از مدل-معادلة مولینس

در اين مدلي که ارايه کرديم، تجمیع نیروی خارجي اعمال شده بر فصل مشترک و نوفه  معادله با روشي جديد است. نکته کلیدی

ازای شود. دينامیك مدل پیشنهادی بهیم ميشدت آن تنظ gپارامتر قابل کنترل خارجي  ةغیرفعال در قالب يك جمله است که بوسیل

گونه گذار هیچ =g 3 و 2ازای مقادير دهند که، بهن ميهمچنین، محاسبات ما نشا دارای رفتار بحراني است. gمقادير مشخصي از 

ها است که در اين مطالعه به محاسبة عددی اين کمیتبندی بحرانیت، وجود نماهای مقیاس ترين مشخصةزی نخواهیم داشت. مهمفا

ناهمواری کل و ناهمواری ايم. در اين نقطه، نمای دست آوردههب 9101/0بحراني را برابر  نقطة = g 1اين اساس برای  ايم. برپرداخته

دست آمده است. برابر نبودن اين دو مقدار يعني ناهمواری کل و ناهمواری موضعي يکي هب 033/3و  130/3ترتیب برابر موضعي به

 .باشديجاد شده ميهای رشد است که نشان دهنده تغییر در ساختار سطح اترين اثرات نوفه غیرفعال در مدلاز مهم

  .هرينگ، ناهمواری، بحرانیت، نوفه غیرفعال-رشد سطح، مدل مولینس: کلیدواژگان

 مقدمه
 3های متفاوت در حضور نوفه غیرفعالگذار فاز در مدل

جمله موضوعات جالبي م، از ظنعبارتي محیط بييا به

خود جلب کرده است. است که اخیراً توجه زيادی را به

گويند که در زمان ساکن ای ميغیرفعال به نوفه ةنوف

منجمد در زمان هم گفته  ةهمین دلیل به آن نوفباشد، به

های فیزيکي در اين مقوله از جمله پديده[. 3] شودمي

ر حضور توان به کاهش رشد تومورهای سرطاني دمي

نفوذ يك سیال در محیط [، 2] سیستم ايمني بدن

 و شار جريان در ابر رساناها اشاره کرد [1] متخلخل

نظم های بيهمگي آنها انتشار در محیط که منشأ ،[1]

ها به صورتي است که ساختار کلي اين پديده[. 1] است

                                                           
  :نويسنده مسئولd_raoufi@ymail.com 

1 Quench Noise  

 

نظم )اين يك محیط بي وقتي سطح مورد نظر در

در مورد يك تومور سرطاني طور مثال نظمي بهبي

رار راف آن باشد( قتواند سیستم ايمني و يا محیط اطمي

ثیر يك نیروی خارجي )در مورد تومور بگیرد و تحت تأ

توان به نیاز سلول به مواد مغذی اشاره کرد( باشد، مي

در اين صورت شاهد يك گذار فاز در حرکت سطح 

 [. 2] خواهیم بود

صل مشترک ايجاد شده در های آماری فة ويژگيمطالع

کند. ها ياری ميها، ما را در شناخت بهتر آنديدهاين پ

های فراواني برای توصیف و در اين میان مدل

اند که هر کدام ها معرفي شدهسازی اين پديدهمدل
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فرد خود را دارند. از جمله اين های منحصر بهويژگي

  ،(EWويلکینسون )_توان به معادله ادواردزها ميمدل

3                   
𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜗∇2ℎ + 𝐹 + 𝜂(𝑥, ℎ)  

 (، KPZ)ژانگ _پاريزی_معادله کاردر

2       
𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜗∇2ℎ +

𝜆

2
(∇ℎ)2 + 𝐹 + 𝜂(𝑥, ℎ)  

و همچنین معادله [ 1-7] نوفه غیرفعالدر حضور 

، اشاره کرد. هرکدام 1ة، معادل(MH)هرينگ _مولینس

 بندیجهان شمول مجزا دسته طبقةدر يك  هااز اين مدل

ها اين است شوند. نکته حائز اهمیت درباره اين مدلمي

ید( سف ة)يا به عبارتي نوف گرمايي ةکه اگر در حضور نوف

یرند. گجهاني متفاوتي قرار مي طبقةبررسي شوند، در 

مدلي که ما قصد داريم به آن بپردازيم معادله 

آن پرداخته  باشد که کمتر بهمي[ 3] هرينگ_مولینس

 ندیبشده است. اين مدل با استفاده از تحلیل مقیاس

جهاني  طبقة به متعلق تومورها رشد که دهدمي نشان

 رشد مدل اينهستند. ( MBE) 3برآرايي پرتو مولکولي

 رشد شود: الف( نرخمي توصیف ويژگي سه توسط

رشد  حال در ةلب در هاسلول سطحي خطي، ب( انتشار

تومور، که در  ةحاشی در سلول تکثیر و ج( محدوديت

و مدل گسسته رشد گرمايي مدل خطي  ةحضور نوف

 MBEکند. مدل خطي ويلاين را توصیف مي_ولف

شامل اثرات انباشت و پخش ذرات برروی سطح است 

شود. عنصر اصلي اين مدل پوشي ميو از اثر دفع چشم

کند، پخش جدا مي KPZ و  EWکه آن را از دو مدل 

 [. 3،7] ستسطحي ا

های رشد باعث يك گذار وجود نوفه غیرفعال در مدل

شود. اين گذار فاز بیانگر نتايج فاز در حرکت سطح مي

 ةباعث تغییر کامل در انداز جالبي خواهد بود که اولاً

دست آمده در نبود اين نوع نوفه ههای بحراني بنما

شود و ثانیاً، احتمال دارد خاصیت فرکتالي سطح يا مي

                                                           
1 Molecular Beam Epitaxy 

نوع فرکتال ايجاد شده را دست خوش تغییراتي کند. 

توان از برابر نبودن ناهمواری دلیل اين موضوع را مي

غیرفعال  ةموضعي و ناهمواری کل در حضور نوف

استنباط کرد، چرا که در نبود اين نوع نوفه در اکثر 

 باشندهای رشد اين دو کمیت با هم برابر ميمدل

[6،30 .] 

امیك رشد تومور از نظر نرخ رشد و که ديناز آنجائي

خطي بودن، انتشار سطحي و تکثیر در حاشیه بیروني به 

( شباهت دارد، از MBE) برآرايي پرتو مولکولييند آفر

را برای  MBEيند دلات حاکم بر فرآتوان معااينرو مي

دينامیك رشد تومور )با در نظر گرفتن ملاحظات 

 [. 33،32] کار بردههندسي در فصل مشترک( نیز ب

 ةهرينگ در حضور نوف_بنابراين، از مدل مولینس

 [: 3،31] صورت زيرغیرفعال که به

 1                   
𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= −𝐾∇4ℎ + 𝐹 + 𝜂(𝑥, ℎ) 

,ℎ(𝑥 1ةکنیم. در معادلشود، استفاده ميتعريف مي 𝑡) 

و  xدر مکان  ءارتفاع موضعي فصل مشترک و يا غشا

اعمال شده به  ةنیروی خارجي وادارند F، و tزمان 

,𝜂(𝑥، ةفصل مشترک است. همچنین در اين معادل ℎ) 

سي مستقل از زمان است و از ة تصادفي گأونوف

 [: 3،9،7] های زيرةرابط

  1                                    〈𝜂(𝑥, ℎ)〉 =  0 

    〈𝜂(𝑥, ℎ)𝜂(𝑥′, ℎ′)〉 ∝ 𝛿(𝑥 − 𝑥′)𝛿(ℎ − ℎ′) 

  کند.پیروی مي

های رشد سطح، در حضور مهم مدل ةگذار فاز مشخص

دهد. غیرفعال است که در نقطه بحراني رخ مي ةنوف

تصادفي و نیروی خارجي اعمال شده به  ةکنش بین نوف

فصل مشترک، عامل تعیین کننده برای يافتن نقطه 

تر ضعیف Fطوری که اگر نیروی به[، 7] بحراني است
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م نخواهیغیرفعال باشد، شاهد هیچ گونه رشدی  ةاز نوف

 بود. 

رقابت بین نیروی اعمال شده با نوفه باعث گیر افتادن 

سطح و رشد نکردن در نقاطي که نیرو نتواند بر نوفه 

دلیل اينکه مدل رشدی که . البته بهودشغلبه کند، مي

کنیم از نوع محلي است، يعني اينکه رشد بررسي مي

ه تهای آن وابسترين همسايهيك نقطه از سطح به نزديك

یر ثتواند بر فرآيند رشد تأخاصیت مي است، پس اين

 گذار باشد. 

 

 
 cp =9101/0 سازی شده درشبیهرشد فصل مشترک  ةنحو. 3شکل

گام زماني که  10000در  2017برای سطحي با اندازه  = g 1برای 

  باشد.گام مي 100فاصله هر نمودار با نمودار بعدی 
 

 بین نوفه و نیرویخوبي درگیری توان بهمي 3در شکل

خارجي را مشاهده کرد که در بعضي نقاط پس از 

ر به عبارت ديگچندين گام زماني سطح گیر افتاده يا به

کند. بر اين يك نقطه سنجاق شده است و رشد نمي

يعني مقدار نیرو در نقطه  cFاساس، هدف اصلي يافتن 

بحراني است. البته در روش ما اين تعبیر کمي متفاوت 

  .بود خواهد

برای اينکه بتوان توصیفي صحیح از فصل مشترک داشته 

اني را تعريف و باشیم، نیاز است که نماهای بحر

م سدينامیك و مکانیصورت دقیق محاسبه کنیم. به

طور کامل توسط تواند بهاساسي فرآيند رشد مي

ز . دو تا اشودای از پنج نمای بحراني توصیف مجموعه

سته شکل مرزی وابطور مستقیم بهاين نماهای بحراني به

اين  gαو ناهمواری کل  lαهستند. ناهمواری موضعي 

يگر از اين نماها شوند. سه تای ددو مورد را شامل مي

نمای  β*زماني هستند که شامل  وابسته به توسعة

 باشند. نمای دينامیکي مي Zنماهای رشد و  β، بحراني

 [: 2،1] اگر میانگین آماری سرعت رشد فصل مشترک

1                                            𝑣 = 〈
𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
〉 

 عنوان پارامتر نظم در نظر بگیريم؛ در اين صورترا به 

9                                   𝑣 {
= 0      𝐹 < 𝐹𝑐

≠ 0      𝐹 > 𝐹𝑐
 

، بسیاری cFبحراني  ةگذار فاز است. در نقط ةبیان کنند

پذير تحت تبديلات مقیاس زماني های مشاهدهاز کمیت

طور و مکاني دارای خاصیت ناوردايي مقیاس هستند. به

به عنوان پارامتر نظم در حالت  vنمونه سرعت میانگین 

 صورت پايا دارای رفتار تواني به

7              𝑣𝑠 ∼ (𝐹 − 𝐹𝑐)𝜃              𝐹 > 𝐹𝑐 

 بحراني ةاست. همچنین در نقط

8                                 𝑣(𝑡) ∼ 𝑡−𝜎 

𝐹ازای ذکر است که بهاست. لازم به < 𝐹𝑐  سرعت

𝐹ازای ار صفر میل کرده و بهبه مقد سريعاً > 𝐹𝑐  پارامتر

 [. 2] کندنظم به مقدار ثابتي میل مي

بندی و بررسي ها برای دستهيکي از مهمترين کمیت

 های رشد، پهنای فصل مشترکخواص آماری در مدل

[7،31 :] 

6                     𝑊 = √〈(ℎ(𝑥, 𝑡) − ℎ(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ )
2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

〉 

 �̅�گیری آماری و معنای میانگینبه 〈〉است، که در آن 

گیری بر روی مکان است. اين کمیت معنای میانگینبه

، دارای Lهای رشد با طول محدود در بسیاری از مدل

 [: 9،7] صورتبهرفتاری 
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30                              𝑊 ∼ {𝑡𝛽       𝑡 ≪ 𝐿𝑧

𝐿𝛼𝑔      𝑡 ≫ 𝐿𝑧 

يچك و-است. اين رابطه به رابطه مقیاس بندی فامیلي

نماهای  Zو  β ،gαضرائب [. 31،39] معروف است

د، های نمای رشترتیب با نامبندی هستند و بهمقیاس

گذاری دينامیکي، نامنمای ناهمواری کل و نمای 

شوند. هرچه مقدار نمای دينامیکي بزرگتر باشد، مي

ت افتد و حالگذار به حالت پايدارتر، ديرتر اتفاق مي

 ذکر است کهلازم به .دينامیکي سیستم بیشتر است

𝑧 ةنماهای مذکور از هم مستقل نبوده و در رابط =

𝛼𝑔/𝛽 [. 3] کنندصدق مي 

به نوعي هم  Wفصل مشترک با توجه به اينکه پهنای 

𝐻(𝑡)ارز با میانگین ارتفاع  = 〈ℎ(𝑥, 𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ است، و با  〈

𝑣(𝑡)که  7ةتوجه به رابط ∼ 𝑑𝐻(𝑡)/𝑑𝑡 ∼ 𝑡−𝜎  لذا

𝑑𝐻(𝑡) ةتوان نتیجه گرفت که با توجه به رابطمي

𝑑𝑡
∼

𝑑𝑊(𝑡)

𝑑𝑡
∼ 𝑡𝛽−1  نماهای ،β و σ ةدر رابط 𝜎 + 𝛽 =

 کنند. صدق مي 1

استفاده برای پارامتری های مورد يکي ديگر از کمیت

 تفاعار-های مختلف، تابع همبستگي اختلافکردن مدل

[7،31 :] 

33       𝐶(𝑟) = 〈(ℎ(𝑥, 𝑡) − ℎ(𝑥 + 𝑟, 𝑡))
2

〉  

𝑡است، که در حالت پايا ) > 𝑡𝑠 = 𝐿𝑧ة( در نقط 

𝐶(𝑟) صورتبحراني به ∝ 𝑟2𝛼𝑙 کند. در اين رفتار مي

نمای ناهمواری موضعي نام دارد. نمای ديگری  lαرابطه 

است که   β*به آن اشاره شد، نمای بحراني  که قبلاً

∗𝛽صورت به =
𝛼𝑔−𝛼𝑙

𝑧
شود. اين نما برای تعريف مي 

 شود. سطوحي که رشد غیر معمول دارند تعريف مي

 gαهای رشد سطح، نماهای ناهمواری کل در اکثر مدل

با هم برابرند اما در تحول فصل مشترک در  lαو محلي 

𝛼𝑙نظم های بيمحیط ≠ 𝛼𝑔  گزارش شده است. به

𝛼𝑙سطوحي که  = 𝛼𝑔 د، گوينمي داشته باشند فرکتال

                                                           
1 Leschhorn 

غیرفعال باعث تغییر اساسي در شکل  ةو وجود نوف

در نزديکي نقطه [. 30،37] شودها ميآن سطح فرکتالي

، طول همبستگي 𝜉𝑥طول همبستگي افقي  cFبحراني 

های طبق رابطه 𝜉𝑡و طول همبستگي زماني  𝜉ℎعمودی 

 [. 9] شودزير مقیاس مي

32                             𝜉ℎ(𝐹) ~  |𝐹 − 𝐹𝑐|−𝑣ℎ  

                              𝜉𝑡(𝐹) ~   |𝐹 − 𝐹𝑐|−𝑣𝑡  

                                    𝜉𝑥(F)  ~  |𝐹 − 𝐹𝑐|−𝑣𝑥 

, 𝑣𝑥نماهای بحراني  𝑣𝑡  , 𝑣ℎ صورت توان بهرا مي

 [. 3،9] محاسبه کرد 31مستقیم و يا طبق روابط

31                             , α =  
𝑣ℎ

𝑣𝑥
  , 𝛽 =

𝑣ℎ

𝑣𝑡
  

𝜃 = 𝑣𝑡 − 𝑣ℎ,            𝑧 =
𝑣𝑡

𝑣𝑥
,         𝜎 =

𝜃

𝑣𝑡
 

های محاسباتي که ذکر شد، تاکنون روشهمچنان

های رشد، معرفي های مدلمتعددی برای بررسي ويژگي

شده است که دلالت بر اهمیت اين موضوع و بررسي 

ای طور خاص برهای محاسباتي بهدارد. بیشتر اين روش

-بررسي بحرانیت و گذار فاز در مدل ادواردز

رای توان باند. بدين منظور ميکار رفتهويلکینسون به

های مرسوم محاسباتي از روش 1ةحل عددی معادل

ی سازتههای گسسکوتا و ساير روش-مانند روش رانگ

مشتقات فضايي و زماني بر روی شبکه استفاده کرد. 

های ديگری نیز ارايه شده است که به همچنین روش

مدلي  [37]  3انجامد. برای مثال، لشِوُرننتايج مشابه مي

کمك آن نتايج قابل قبولي برای را ارايه کرد که به

در حضور ويلکینسون -نماهای بحراني مدل ادواردز

دامه آيد. در ادست ميهبحراني، ب ةغیرفعال، در نقط ةنوف

قصد داريم ضمن کمك گرفتن از اين مدل، مدل 

 پیشنهادی خود را ارايه کنیم. 
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 مدل پیشنهادی 

تحول زماني فصل مشترک را بر روی يك شبکه يك  

𝑁نقطه ) Nو متشکل از L طول بعدی به = 𝐿/𝑎 در ،)

𝑎بکه برابر طور معمول ثابت شگیريم. بهنظر مي = 1 

شود. فرض کنیم که ارتفاع فصل مشترک انتخاب مي

𝑡داشته باشد. در زمان  hمقادير صحیح و مثبت  = 0 

ℎ𝑖(𝑡)ارتفاع، تمامي نقاط هم = ، است. در اين 0 

ازای تمامي نقاط رشد فصل مشترک، به ةصورت قاعد

𝑖مکان  ∈ [1, 𝐿] شودتعريف مي 31ةصورت رابطبه 

[1،9 :] 

31              ℎ𝑖(𝑡 + 1) = {
ℎ𝑖(𝑡) + 1, 𝑣𝑖 > 0
0              , 𝑣𝑖 ≤ 0

 

است که  1ةشکل گسسته شده معادل ivدر عبارت بالا 

 صورت    به

𝑣𝑖 =  −[ℎ𝑖−2(𝑡) − 4ℎ𝑖−1(𝑡) + 6ℎ𝑖(𝑡) −

4ℎ𝑖+1(𝑡) + ℎ𝑖+2(𝑡)] + 𝑔𝜂𝑖,ℎ 31                

اين است که  31کنیم. نکته مهم در عبارتتعريف مي

وادارنده خارجي در قالب يك  نوفه غیرفعال و نیروی

شود جمله تجمیع شده است و بدين صورت تعريف مي

,𝑖)ازای هر يك از مقادير مکان و ارتفاع که به ℎ) ،𝜂𝑖,ℎ 

𝑞+ و با احتمال 3دارای مقدار  pبا احتمال  = 1 − 𝑝 ،

يك کمیت مثبت و  gکند. پارامتر اختیار مي -3مقدار 

ثابت است و قدرت نیروی تصادفي را در مقابل نیروی 

𝑝خارجي اعمالي که متناسب با  − 𝑞   است، مشخص

از شرط مرزی  31ةرابط ةکند. در حین محاسبمي

 ايم. ای استفاده کردهدوره

 نتايج محاسباتی
دست آمده از در اين قسمت به بررسي نتايج به

م و پردازيغیرفعال مي نگهري–مولینسسازی مدل شبیه

هايي که تاکنون ارايه شده، نتايج حاصله را با مدل

سازی اين مدل از روشي مقايسه خواهیم کرد. برای شبیه

(، 31و  31هایکه در بخش قبل توضیح داده شد، )رابطه

 gازای مقادير مختلف استفاده شده است. اين مدل به

سیار ب ةنکت مورد بررسي قرار گرفته است. 31ةدر رابط

، =3gو 2جالبي که ما به آن برخورديم، اين بود که برای 

د شود و شاهفصل مشترک دچار هیچ گونه تحولي نمي

برای  لِشوُرنرشدی نخواهیم بود، برخلاف آنچه که 

  انجام داده است. EWمعادله 

 
نشان  pبرحسب احتمال  vسرعت رشد فصل مشترک . 2شکل

غیرفعال است. سرعت هرينگ –گذار فاز در مدل مولینس ةدهند

𝑝ازای رشد فصل مشترک به < 𝑝𝑐 ازایصفر و به𝑝 > 𝑝𝑐   

 کند. مقدار غیر صفر اختیار مي

نشان داده شده است، سرعت  2طور که در شکلهمان

𝑝ازای عنوان پارامتر نظم بهبه vمیانگین  < 𝑝𝑐  دارای

𝑝ازای مقدار صفر و به > 𝑝𝑐 ، مقدار غیر صفر اختیار

ارز با گذار فاز در اين مدل است. مقدار کند که هممي

cp  1برای g =  گذار  ةدست آمد. پديدهب 9101/0برابر

بستگي  gله مانند أهای مسفاز اگرچه به انتخاب ثابت

متفاوت  gازای مقادير متفاوت به cpندارد، اما مقدار 

های متفاوتي برای ها از اندازهسازیاست. در اين شبیه

طور ايم که نتايج به( استفاده کردهLطول فصل مشترک )

آيد. با اين تفاسیر دست ميهچشمگیری يکسان ب

توان نتیجه گرفت که نتايج مستقل از طول فصل مي

بزرگتر باشد، نتايج از  Lمشترک است. البته هرچقدر 

تر و خطای محاسباتي کمتر است. نقطه نظر آماری دقیق

ايم چنین بوسیله بالا بردن آنسامبل گیری، سعي کردههم

به حداقل برسد. در ادامه مطلب خطای محاسباتي 
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را با نتايج  = g 1طور ويژه مقادير محاسبه شده برای به

  ديگران مقايسه خواهیم کرد.

پهنای سطح که برابر با انحراف معیار استاندارد از مقدار 

محاسبه شده و در  6است. مطابق با رابطة میانگین

 شودنمايش يافته است. همانطور که مشاهده مي 2شکل

ازای مقادير مختلف اندازه سیستم در اين کمیت به

صورت بندی بهرفتار مقیاس های کوتاه دارایزمان

𝑊(𝑡) ∼ 𝑡𝛽  1است. نتايج ما نشان داد که برای g =  

  β  ≈ 710/0برابر  βرشد  نمایمقدار ،  cp = 9101/0و 

اند محاسبه کرده [31،36] باشد که با آنچه ديگرانمي

 (، تطابق بسیار خوبي دارد.  713/0و  711/0برابر  )تقريباً

تر، کمیت پهنای سطح به مقدار های طولانيازای زمانبه

صورت سیستم به ةاشباع خود رسیده و با انداز

𝑊(𝑡𝑠) ∼ 𝐿𝛼𝑔 شود. مقیاس مي 

 
دارای رفتار تواني  cp = pبحراني  ةپهنای سطح در نقط. 1شکل

𝑊(𝑡) ∼ 𝑡𝛽 های است. )شکل داخل( پهنای سطح در زمان

𝑊(𝑡𝑠)صورت بزرگتر از زمان اشباع با ابعاد سیستم به ∼ 𝐿𝛼𝑔 

 کند. رفتار مي

 

های Lشود که برای ، مشاهده مي1با توجه به شکل

، رسد. همچنینمتفاوت پهنای سطح مقطع به اشباع مي

نمای ناهمواری کل  1به شکل داخلي شکلبا توجه 

اين [ 31،36] آيد. ديگراندست ميهب gα = 13/3برابر 

 اند. دست آوردههب 11/3و  10/3مقدار را برابر 

 

 
 حسب زمان.گین آماری سرعت رشد فصل مشترک برمیان .4شکل

𝑣(𝑡)گذار فاز، دارای رفتار مقیاسي  ةدر نقط ∼ 𝑡−𝜎  که با است

 𝑣𝑡−𝜎رنگ قرمز مشخص شده است. شکل دروني: نمودار 

با فاصله  p=  700/0تا  p=  900/0و  σ=  311/0برای  t برحسب

  باشد.مي 001/0

𝑝برای  ≫ 𝑝𝑐 نوفه غیرفعال در  ة، يعني زماني که انداز

مقابل نیروی وادارنده ناچیز باشد، نمای ناهمواری و 

شدند،  محاسبه 17/3و  19/0ترتیب برابر نمای رشد به

در  MHرود از مقادير معادله و همانطور که انتظار مي

 [. 3] کنندگرمايي پیروی مي ةحضور نوف

که  𝑣(𝑡)، سرعت رشد فصل مشترک 1شکلبا توجه به

 pازای مقادير مختلف قابل محاسبه است به 1ةاز رابط

رفتارهای متفاوتي است. در نقطة بحراني اين  دارای

کند که پیروی مي 7صورت تواني و از رابطةکمیت به

با رنگي متفاوت مشخص شده است. شیب  1در شکل

دست هب 311/0است که مقدار آن برابر  σ اين خط برابر

ايم را به اين دلیل رسم کرده 1آمد. شکل دروني شکل

رزيابي قرار دهیم، را مورد ا σکه صحت درستي شیب 

= 311/0و   cp=  9101/0برای  𝑣𝑡−𝜎چرا که با مقیاس 

σ ًبايد تبديل به يك خط راست شود که با دقت نسبتا 

بحراني،  ةخوبي اين امر محقق شده است. در زيرِ نقط

𝑝 < 𝑝𝑐 کمیت ،𝑣(𝑡) ًازای سمت صفر و بهبه سريعا

𝑝 > 𝑝𝑐 نیز  2شکلکند. در به مقدار غیر صفر میل مي

 شود. وضوح ديده مياين اتفاق به
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 نمودار سرعت رشد فصل مشترک برحسب زمان برای. 1شکل

970/0  =p  720/0تا  =p   نمای  001/0با فاصله .θ ةطبق رابط 

𝑣𝑠 ∼ (𝑝 − 𝑝𝑐)𝜃 شود )شکل دروني(. مقیاس مي 

( است که طبق θنمای بحراني ديگر، نمای سرعت )

𝑣𝑠رابطه  ∼ (𝑝 − 𝑝𝑐)𝜃  1شود. در شکلتعريف مي 

𝑝برای  > 𝑝𝑐 حسب زمان رسم شده نمودار سرعت بر

شود که سرعت اشباع بعد از مدتي به است. مشاهده مي

𝑝رسد. اگر اين سرعت اشباع را برحسب اشباع مي −

𝑝𝑐 برای ،p های متفاوت رسم کنیم، شیب اين نمودارθ 

)شکل دست آمد هب 271/0دهد که مقدار آن برابر را مي

 (. 1دروني شکل

 

 
 91/3در نقطه بحراني با  𝑡/𝐿𝑧برحسب  𝑊/𝐿𝛼نمودار . 9شکل

 =Z  19/3و  =α 132، 219، 327، 91های برای سطوحي با اندازه 

 ای ارتفاع فصل. شکل دروني: تابع همبستگي دو نقطه3021و 

 صورت توانيبحراني به ةحسب فاصله در نقطبر 𝐶(𝑟)مشترک 

𝐶(𝑟) ∝ 𝑟2𝛼𝑙 کند. رفتار مي 

 

فصل  ای ارتفاعتابع همبستگي دو نقطه ةهمچنین محاسب

بحراني و در حالتي که سطح به اشباع  ةمشترک در نقط

𝑡رسیده است ) > 𝑡𝑠دهد که اين کمیت (، نشان مي

𝐶(𝑟) صورت توانيبه ∝ 𝑟2𝛼𝑙 شود و مقدار مقیاس مي

است )شکل دروني  033/3محاسبه شده برای آن برابر 

شود که نمای (. بدين صورت مشاهده مي9شکل

( gα) ( برابر نمای ناهمواری کلlαناهمواری موضعي )

 توان اثر نوفه غیرفعال بر مدلوضوح ميباشد که بهنمي

 gنماهای بحراني، برای سه  3مربوطه را ديد. در جدول

 متفاوت محاسبه شده، گردآوری شده است. 

-فاز در مدل مولینسکنند که گذار اين نتايج بیان مي

مي( نظ)شدت بيg مستقل از پارامتر  هرينگ تقريباً

متفاوت خواهد  cpهای مختلف کمیت gاست، اما برای 

  بود.

  .هرينگ–بندی برای مدل مولینسنماهای مقیاس. 3جدول

 

 گیری نتیجه
 بررسيگیری از روشي ساده، بهدر اين مطالعه با بهره

ال غیرفع ةدر حضور نوفهرينگ –گذار فاز مدل مولینس

پرداختیم. با توجه به محاسبات عددی، نماهای بحراني 

[ 36، 31] دست آمده در اين مطالعه با آنچه ديگرانهب

دست هب 1مك روش مستقیم حل عددی معادلةکبه

از طرف ديگر با توجه به  .خواني دارداند، همآورده

توان پي برد که اين مدل در حضور نتايج حاصله مي
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معمول است که ة غیرفعال دارای يك رشد غیرنوف

ساختار سطح نهايي را دچار تحولاتي خواهد کرد. 

 ةهدف بعدی ما کاربرد اين مدل برای معادل

خطي و ای غیرژانگ است که معادله_اريزیپ_کاردر

 باشد. بسیار مهم مي
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Abstract 

The Mullins–Herring equation is an important model in surface growth. This research aimed to 

explore quenched noise on this model using a new approach. The key point in this model is 

combination of the external force on the interface and quenched noise on one part with its strength 

adjusted with an external controllable parameter, g. It is shown that the dynamics of this model 

for some values of g have critical behaver. Also, our calculations show that, for g = 1 and 2 values 

there is no phase transition. The important feature of criticality is the existence of scaling 

exponents which in this study were computed numerically. As a result, for g = 3 the critical point 

was obtained (0.6504). At this point, the total roughness exponent and local roughness exponent 

were obtained (1.410 and 1.011), respectively. The inequality of these two values, that is the total 

and local roughness exponents, is one of the most important effects of quenched noise in growth 

models which indicates the variation in structure of the produced surface.  

Keywords: Surface growth, Mullins–Herring model, Roughness, Criticality, Quenched noise 
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