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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.

 باشد.می المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقاله تحت  

 بازبهنجارش جعبه روش فرمول لیفشیتز با استفاده از

  *رضا معظمی ،مریم میرعلائی
 ، ایرانگروه فیزیک، دانشکده علوم، دانشگاه قم، قم

  20/03/1397 پذیرش:    25/02/1397بازنگري نهائی:   16/11/1396دریافت: 

  دهیچک
 جعبه جارشبازبهن روش از استفاده با مطلق صفر دماي در الکتریکدي دو بین کازیمیر انرژي براي لیفشیتز فرمول مقاله این در
 ملهج از است شده ارائه متعددي هاياثبات مختلف منابع در مورد این در کازمیر نیروي محاسبۀ براي که چند هر. آیدمی دستبه

 مانند موارد، ضیبع در انرژي خود که آنجا از. ایمندیده انرژي براي بسیار دقیق و ابهام بدون اثبات تاکنون ما اما لیفشیتز، خود اثبات
 بار، اولین براي و کنیممی استفاده کازیمیر انرژي دقیق و صحیح تعریف از اینجا ما شود،می مهم گرمایی ظرفیت یا آنتروپی محاسبۀ

 روش دقت و قدرت همچنین اثبات این .نمود خواهیم حذف ابهام بدون دستی، نه و سیستماتیک صورتبه را هابینهایت کلیه
 .دهدمی نشان را جعبه بازبهنجارش

مغناطیسی، بازبهنجارش جعبهانرژي کازیمیر، فرمول لیفشیتز، خلأ کوانتومی، میدان الکترو  :واژگاندیکل

  مقدمه
میلادي توسط هندریک  1948اثر کازیمیر در سال    

. کازیمیر ]1[ فیزیکدان هلندي، معرفی شد، 1کازیمیر
کاملاً رسانا،  ۀاي را بین دو صفحوجود نیروي جاذبه

خالص الکتریکی، موازي و صاف که در دماي  بدون بار
در خلأ  aمیکرومتري  ۀصفر مطلق و در فاصل

  بینی کرد. اند، پیشنتومی قرار داده شدهآکو

  .رسانا ۀنیروي کازیمیر بین دو صفح .1شکل
  مقدار این نیرو در واحد سطح برابر با ۀ ويطبق محاسب

                                                        
 r.moazzemi@qom.ac.irنویسنده مسئول: *
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ترتیب سرعت نور و ثابت پلانک به وcکه در آن
شود این نیرو براي این ه میطور که مشاهداست. همان

ین دو ب ۀبندي متناسب با عکس توان چهارم فاصلپیکر
باشد. این پدیده یک اثر کاملاً کوانتومی است می صفحه
وجود هاي انرژي خلأ کوانتومی بهخیزدلیل اُفت و که به

در حضور و عدم حضور  بیان دیگر انرژي خلأآید. بهمی
که اختلاف این دو باشد، طورينمی صفحات یکسان

بین صفحات بستگی دارد. مشتق این  ۀانرژي به فاصل
دهد. در واقع به ما نیرو می a ۀاختلاف نسبت به فاصل

تلاف انرژي، برابر با کاري است که باید صورت این اخ
از  aۀنهایت آورده به فاصلپذیرد تا دو صفحه از بی
 ۀعلت قدرت جاذباین نیرو بهیکدیگر قرار داده شوند. 

بالا در فواصل میکرومتري و زیر میکرومتري، در 

mailto:r.moazzemi@qom.ac.ir
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هاي میکرو مکانیکی قابل توجه خواهد طراحی سیستم
میلادي توسط 1958لین آزمایش در سال . او]2[ بود

. هرچند که وي ]3[ به ثبت رسید 2مارکوس اسپارناي
او  آزمایش ۀبر مشکلات آزمایشگاهی فایق آمد اما نتیج

ۀ درصدي بود، با این وجود نظری100همراه خطاي 
کازیمیر را رد نکرد. بعد از ایشان آزمایشات متعددي 

الا دلیل خطاي بانجام شد اما بهبراي اثبات اثر کازیمیر 
میلادي عمر 1996مورد اهمیت قرار نگرفتند. در سال

درصد موافق  99موفق به آزمایشی شد که  3محی الدین
  .]4[ کازیمیر بود ةپیش بینی شد ۀنظری

البته باید توجه داشت که رساناي کامل در طبیعت وجود 
میلادي  1956در سال  4همین علّت لیفشیتزندارد. به

 خیمض الکتریکدي ۀنیروي کازیمیر را براي دو صفح
. البته خود او جزئیات محاسبه را در ]5[ دست آوردبه

دست آوردن فرمول را بیان مقاله نیاورده و تنها روش به
  کرده است. 

اند که فرمول وي را بسیاري از نویسندگان سعی کرده
 عنوان نمونه منابع، بهدست آورندهاي مختلف بهروشبه
را ببینید. اما در هیچ یک از این منابع، ما روش  ] 13-6[

سیستماتیک و خودسازگاري جهت استخراج این 
ان عنوان مثال در بعضی منابع نویسندگفرمول نیافتیم. به

  صورت  از تعریف انرژي کازیمیر به
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 اگر منظور از که ،]8-26[ اندنمودهاستفاده  0E a 

 ین تعریف با تعریف اصلینرژي بین صفحات باشد، اا
صفر کل خلأ با حضور و عدم  ۀآن که تفاضل انرژي نقط

اگر  2ۀباشد. در معادلحضور صفحات است سازگار نمی
                                                        

2M.J. Sparnaary  
3 A.R. Mohiddeen 

 منظور از 0E a انرژي نرژي بین صفحات باشد، ا
خلأ مربوط به بین صفحات از انرژي کل خلأ بدون 

شود که این معنی فیزیکی خاصی ندارد. صفحه کسر می
لذا طبیعی است که انتظار داشته باشیم جواب ایشان 

نهایت باشد. در بعضی منابع اثر این اشتباه در تعریف بی
هایت به و در نبا سایر اشتباهات محاسباتی از بین رفته 

اند. در برخی منابع دیگر براي فرمول اصلی رسیده
 ةهاي پیچیدهاي مسأله روشنهایتبرطرف کردن بی

اند. ارائه نموده ]6،7[دیگري مانند روش پراکندگی مدُها
ها علاوه بر اختلاف و تفاوتی که با روش این روش

ها دارند خود نیز معمولی و سرراست کم کردن انرژي
ابهام هستند که در ادامه توضیح خواهیم داد. در دچار 
انرژي کازیمیر همواره با تفاضل دو انرژي  ۀمحاسب

نهایت برخورد داریم، که طبیعتاً جواب آن از نظر بی
  باشد:ریاضی مبهم می
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ها مُدهاي میدان کوانتومی مورد ها)0که در آن (
باشند. براي استخراج نظر در (عدم) حضور صفحات می

حتاط نهایت باید بسیار مجواب فیزیکی از تفاضل دو بی
و دقیق عمل نمود. باید دقت کرد هنگامی که صفحات 
وجود دارند ما از شرایط مرزي غیربدیهی (دیریکله، 

دست آوردن انرژي خلأ، استفاده ...) براي به نیومن و
کنیم، اما براي خلأ بدون صفحه معمولاً از شرایط می

شود. این اختلاف خود ممکن اي استفاده میمرزي دوره
 عنوانهاست باعث ابهام در جواب نهایی مسأله شود. ب

مثال فرمول مرسومی که در مقالات از آن استفاده 
 شکل شود بهمی
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که هرچند در بسیاري از موارد این فرمول به  است،
دلایلی که انجامد اما در این مسأله بهجواب صحیح می

 ماند.ذکر شد هنوز مبهم باقی می

در این مقاله ما قصد داریم با یک روش سیستماتیک و 
خودسازگار از تعریف اصلی و دقیق انرژي کازیمیر 

ا استخراج نماییم. روش ما حذف فرمول لیفشیتز ر
 ةاید ]32-29[ باشدمی ها با بازبهنجارش جعبهنهایتبی

اساسی ما اینجا این است که با قرار دادن کل سیستم در 
یک جعبه، در هر دو حالت از یک نوع شرایط مرزي 
استفاده شود و انتظار داریم که در این صورت 

أله سدستی از مصورت سیستماتیک و نه ها بهنهایتبی
ارش جعبه این کار حذف شوند. خواهیم دید که بهنج

انرژي  بخش بعددهد. ما ابتدا در انجام می را براي ما
هیم، دتوضیح می کازمیر را با روش بازبهنجارش جعبه

دها خواهیم دید که این انرژي به جمع مُ و در ادامه
در  دها کهوابسته است. لذا با استفاده از توابع مولد مُ

شیتز با انرژي لیف ۀآید به اثبات رابطدست میپیوست به
استفاده از بازبهنجارش جعبه خواهیم پرداخت. لازم 

ذکر است هر چند فرمول لیفشیتز هم براي دماي صفر به
 اي که ما درلهأو هم براي دماي غیر صفر بیان شده، مس

پردازیم در دماي صفر مطلق است، بررسی آن میاینجا به
میدان کوانتومی استاندارد در دماي صفر  ۀا از نظریلذ

  شود و کمینه انرژي کل محاسبه خواهد شد.استفاده می

دي  ۀبررسی فرمول لیفشیتز بین دو صفح
  الکتریک

دا دست آوردن فرمول لیفشیتز ابتدر این بخش براي به   
کنیم سپس براي عبه را بیان میروش بازبهنجارش ج

با استفاده از حل معادلات ماکسول دست آوردن مُدها به
  کنیم.شرایط مرزي را اعمال می

  
  

  بازبهنجارش جعبه
طور که در مقدمه اشاره شد، براي کم کردن همان   

ها از یکدیگر (بهنجارش) در دو حالت نهایتصحیح بی
حضور و عدم حضور صفحات ما کل دستگاه را در هر 

ل این دو دهیم و انرژي کحالت در یک جعبه قرار می
کنیم. در حالت اولّ دو بندي را از یکدیگر کم میپیکر

از یکدیگر، در نقاط  a ۀموازي در فاصلۀ صفح
2
a



Lاي با ابعاد، درون جعبه S در خلأ قرار داده ،
هاي جعبه (یا مساحت دیواره S).2اند (شکلشده

باشد. در پیکر آنها از هم می ۀفاصل Lصفحات) و 
از یکدیگر درون  b ۀبندي دوّم دو صفحه را در فاصل

دهیم که البتهّ در نهایت براي اي قرار میجعبه مشابه
نهایت میل را به بی bشرط عدم حضور صفحات

). در این بهنجارش انرژي کازیمیر 3خواهیم داد (شکل
  :]29-32[ شودصورت زیر تعریف میبه

     Cas lim lim , ,
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که در آن  ,E a L و ,E b L ترتیب انرژي کل به
باشند، که اگر پیکربندهاي اولّ و دوّم می E a  را

 a ۀمقدار انتظاري انرژي خلأ بین دو صفحه به فاصل
 شوند:صورت زیر نوشته میدر نظر بگیریم به
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 اندازةله صفحات را بهأشود که در این مسباید دقت 
ر خوبی دها بهمیدانگیریم که کافی ضخیم در نظر می
داخل هاي بیرون نتوانند بههايآن افت کرده و میدان

را  Lچون در نهایت  5ۀدر معادلنفوذ کنند، همچنین 
له معادها را در دهیم ضخامت صفحهبه بینهایت میل می

L (یعنی مثلاً ایموارد نکرده d  .(ا توجه بننوشتیم
د که شواین میاینکه هم جنس بودن صفحات منجر بهبه
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شرایط مرزي یکسانی روي آنها اعمال شود، مزیّت این 
هاي جعبه روش در این است که اگر صفحات و دیواره

ها پیکربندي انرژيرا مشابه در نظر بگیریم، در هر دو 
آید و انتظار ما این دست میهاي شبیه هم بهبا روش

است که جواب نهایی بعد از تفاضل، متناهی و فاقد 
  هاي اضافی باشد.نهایتبی

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

) از یکدیگر a )b ۀدر شکل بالا (پایین) دو صفحه به فاصل .3شکل
Lدرون جعبه با ابعاد S براي انرژي کازیمیر لازم است  .قرار دارند

 bو  Lدست آوریم سپستفاضل انرژي کل این دو پیکربندي را به
  دهیم.نهایت میل ترتیب به بیرا به

گیري هر دو ذکر است براي اینکه در هنگام حدلازم به 

نهایت برده شوند ما صفحات را در صفحه به بی
2
b

 

و 
2
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 هاي جعبه را در و دیواره
2
L

 ایم. قرار داده
Lابتدا حد همچنین باید دقت شود    و سپس

bحد   
 

گرفته خواهد شد. نیروي کازیمیر با 
  آید:دست میصورت زیر بهبه 4ۀگیري از رابطمشتق
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  مقدار انتظاري انرژي خلأ و توابع مولد مُدها
دست آوردن نیروي شد براي به طور که ذکرهمان   

تانسور  00Tۀکازیمیر از مشتق انرژي یعنی همان مؤلف

 ۀکنیم (روش دیگر، محاسبتکانه استفاده می–انرژي
  باشد)، یعنیمی zzT ۀمستقیم فشار با استفاده از مؤلف
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 باشد و لاگرانژین میدانانرژي تکانه می تانسور چگالی
  صورت         الکترومغناطیس به

1
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باشد که میدان می ةتانسور انداز Fاست، که در آن 
  شکل زیر استبه

10                            F A A         
همان میدان یک فوتون،   Aمیدان کوانتومی برداري 

باشد. شکل این میدان بعد از میدان الکترومغناطیس، می
  صورت کوانتش دومّ به
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شمارنده دو نوع قطبش فوتون است  sاست، که در آن 

 و †
sa k  و sa k ترتیب عملگرهاي خلق و به

و قطبش  sk، انرژي kۀفناي یک فوتون با تکان

 s
 k 8ۀاین میدان و معادلبا استفاده از  باشند.می 

  خواهیم داشت 
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  صورتبه، 7ۀمعادل نتیجه مقدار انتظاري انرژي خلأ، در
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فوق براي هر یک از راستاهایی  ۀدر رابطخواهد شد. 
توان جمع را که شرط مرزي غیر بدیهی اعمال نشود می

dkبه انتگرال تبدیل نمود (
L 

 
1

2
). مثلاً اگر تنها  

ر د ته باشیم وشرط مرزي غیر بدیهی داش zدر راستاي
دو راستاي عمود دیگر شرط مرزي بدیهی باشد، مانند 

 a، 0E ۀفاصلبه zموازي عمود بر محور  ۀدو صفح
  صورت زیر خواهد بود:به
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در این مسأله، فرض  دست آوردن بسامدهايبراي به
دي الکتریک با ثابت گذردهی  ۀکنیم که دو صفحمی

نسبی   ۀبه فاصلa ا اند. باز یکدیگر قرار گرفته
حل معادلات ماکسول و اعمال شرایط مرزي روي 

دست خواهیم آورد. صفحات، توابع مولد مُدها را به
جزئیات این کار در پیوست آمده است. براي دو نوع 

مغناطیسی عرضی و الکتریکی  ، TEو TMقطبش 
  یند:آدست میصورت زیر بهتوابع مولد مُدها بهعرضی، 
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 12و پ. 11پ.ۀاز رابط qو   هايکه در آن کمیت
  صورت به
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همان مُدهاي مجاز  TM,TEهايباشند. ریشهمی
انرژي خلأ میدان الکترومغناطیسی در  باشند. لذامی

 ۀالکتریک واقع در فاصلحضور صفحات دي
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  شودصورت زیر میدماي صفر به
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 توان جمع را طبق اصل آرگومانانرژي می ۀمحاسب براي

تبدیل  یک انتگرال پربندي در فضاي مختلطبه ]34[

)یک تابع  نمود. اصل آرگومان براي )g z ۀکه در ناحی 
  شودشکل زیر نوشته میباشد، بهپربندي تحلیلی می
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هاي ها و قطبترتیب ریشهها بهmbها و naکه در آن 
)تابع )zباشند و پربند بستهمیC ها و ریشه ۀکلی

شکل ، به18ۀگیرد. در نتیجه معادلها را در بر میقطب
  زیر خواهد شد:
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در نظر  4را مانند شکل Cۀپربند بست ۀ فوقدر رابط
شعاع دایره بهگیریم. این پربند شامل یک نیممی
و یک ، ،Cمختلط  ۀصفحۀ راست نهایت در نیمبی

ی محور موهومروي  خط ,i i    صورت به

14 

15 

18 

19 

20 

17 

16 



  فرمول لیفشیتز با استفاده از بازبهنجارش جعبه...                     مریم میرعلایی و رضا معظمی              176   

در  20ۀحال با جایگذاري رابط .باشدمیپادساعتگرد 
  :خواهیم داشت )TM(مثلاً براي مُد  4ۀمعادل
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Lبعد از گرفتن حد 
 

زیر  صورتعبارت فوق به 
  ساده خواهد شد
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هاي توابع مولد ریشه ة، که در آن نقاط بیان کنندCمسیر پربندي. 3شکل

 TM,TE ,n  باشند.می

bحد که در خط دوم آن      ایم. براي را نیز گرفته
 ،3مطابق شکل 22ۀحل انتگرال پربندي مختلط معادل

Cمسیر طور که ذکر شد به همان Cپربند 
و یک مسیر  

  شود:شکسته میمستقیم روي محور موهومی 

 TM
Cas 2 0

2
2

2
2

8

    ln 1

     ln 1

i qa

i

qa

C

I

SE a d
i

qd e
q

qd e
q

 


 
 

 


 



 

  

 





          

          












 
 

r به شعاع دایرهیک نیم Cاز آنجا که   )
ire  باشد. از آنجا که اجسام نسبت ) می
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روش به Cاین ترتیب انتگرال روي مسیر به
صورت زیر محاسبه خواهد شد که جواب جزء بهبهجزء

  شود:آن البته صفر می
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را با استفاده از تغیر  23ۀمانده از معادلباقی ۀاکنون جمل
i متغیر مناسب ، صورت به  
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ء جزبهجزء گیريرا نیز با انتگرال 26ۀنویسیم معادلمی
  کنیم:صورت زیر محاسبه میبه
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 17ۀکه در آن از زوج بودن انتگرالده با توجه به رابط
انرژي  TEایم. با در نظر گرفتن مُد استفاده نموده

  شکل  کازیمیر به
  

       
  
  
  

ترتیب ضرایب به TEr و TMrکه در آن خواهد شد، 
بازتاب مربوط به مُدهاي مغتاطیسی عرضی و الکتریکی 

  شوند:صورت زیر نوشته میباشند و بهعرضی می
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مشتق بگیریم حاصل،  6ۀفوق طبق معادل ۀاگر از رابط
الکتریک در خلأ دي ۀبین دو صفحنیروي کازیمیر 

  باشد،می
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رمول معروف لیفشیتز است که ما این رابطه همان ف
صورت سرراست و خودسازگار، بدون در نظر گرفتن به

  دست آوردیم.پراکندگی به ةهاي پیچیدفرض

  گیرينتیجه
در این مقاله ما توانستیم فرمول معروف لیفشیتز،    

ک دي الکتری ۀمربوط به انرژي کازیمیر بین دو صفح
با استفاده از تعریف صحیح و  در دماي صفر مطلق، را

محاسبه نماییم. جزئیات استخراج  دقیق انرژي کازیمیر
اصلی لیفشیتز نیامده است. حذف  ۀقالاین رابطه در م

ها و استخراج جواب فیزیکی متناهی در این نهایتبی
هاي خاصی دارد. مراجع متعددي که مسأله پیچیدگی

اند، تا جایی که دست آوردن جواب تلاش نمودهبراي به
ما اطلاع پیدا کردیم، یا از تعریف ناصحیح انرژي 

هاي یدقتتباه با بیاند و این اشکازیمیر استفاده کرده
هاي پیچیده و البته قابل دیگر پوشیده شده و یا روش
اند. در اکثر این موارد تأمل پراکندگی استفاده نموده

صورت دستی از مسأله خارج ها بهنهایتبرخی بی
شود. در این مقاله ما فرمول لیفشیتز را با استفاده از می

 تیک وکاملاً سیستماصورت بازبهنجارش جعبه به
ایم. در این روش از تعریف دست آوردهخودسازگار به

ها نهایتبی نرژي کازیمیر استفاده شده و همۀدرست ا
دو صفحه و  سته به فاصلۀهاي وابنهایت(اعم از بی

ل از آن) در خلال محاسبه و نه هاي مستقنهایتبی
فشار وارد ، 30شوند. فرمولصورت دستی حذف میبه

  باشد.لیفشیتز می رابطۀبر صفحات، همان 

  تشکر و قدردانی
ها سندگان از دکتر سید مهدي فاضلی براي بحثینو   

  کنند.هاي مفید ایشان تشکر میو راهنمایی
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  :پیوست
این پیوست، با استفاده از معادلات ماکسول و  در   

و  TMاعمال شرایط مرزي مناسب توابع مولد مُدها،
TEهاي ، را محاسبه خواهیم نمود. بدین منظور میدان

   گیریم:شکل زیر در نظر میالکتریکی و مغناطیسی را به
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معادلات ماکسول فضاي آزاد روابط فوق را در 
  شکلکنیم، که حاصل بهجایگذاري می

                                   

 
 

   

     

. 0

. 0

0

0

i
c t

i
c t



  

 

 


  




  


E r

B r

B r
E r

E r
B r

  

 اخیر روابط زیر ۀگیري از دو معادلخواهد بود. با مشتق
  آیددست میبه
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  صورت هاي متعامد کاملی بهکه دسته جواب
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یم در عبارت بالا نشان ادست خواهد آمد. علامت پربه
باشد. در ضمن در می zمشتق گیري نسبت به  ةدهند

فضاي بین دوصفحه   1    نظر گرفته در
دیگر ماکسول  همین ترتیب براي دو معادلۀشود. بهمی

 . 0 E r  و . 0 B r خواهیم داشت  
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و فضاي بین  1ۀرا ناحیضخیم الکتریک دي ۀاگر صفح 
بگیریم، شرایط مرزي زیر را خواهیم  2ناحیۀصفحات را 
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az   انجامد، که از می

s,معادل پیوستگی  6پ.ۀمعادل ze  است. دومین شرط
مرزي،    1 2, ,n nt tD r D r باعث پیوستگی ،

,zpe ۀفلؤشود. از آنجایی که مدر عبور از صفحات می 
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z  میدان الکتریکی تنها براي قطبشTM  غیر صفر
  است (مطابق شکل زیر)،

  
  قطبش مغناطیسی عرضی. .4شکل

 کنیم وتنها از حالت مغناطیسی عرضی استفاده می
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  که در آن
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) این 9معادلات (پ.شرط وجود جواب براي دسته 
   :است که دترمینان ضرایب صفر شود، یعنی
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   نیز خواهیم داشت: TEهمین ترتیب براي مُد به
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