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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.

 باشد.می المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقاله تحت  

  تنیدههاي درهمتنیدگی دوبخشی و چندبخشی در گرافدرهم

  محمد علی چمن مطلق، سعید حدادي، احمد آخوند
  ، تهران، ایران19395-3697ص. پ.  گروه فیزیک، دانشگاه پیام نور،    

  09/07/1397پذیرش:    30/05/1397: ینهائ یرایشو   24/11/1396دریافت: 
  
  

  دهیچک
ش از چهار بی هایی باگراف براي تنیدگی بین هر جفت کیوبیتاي پارامتري براي سنجش مقدار درهمرابطهابتدا  پژوهشدر این 
 در ادامهکنیم. پنج کیوبیتی محاسبه می هايرا در گراف بین هر جفت کیوبیت تنیدگیمقدار درهم سپسآوریم. دست میبه کیوبیت

دسته و بر اساس  31بین هر جفت کیوبیت به  تنیدگیِدرهم ۀر اساس بیشینسیستم پنج کیوبیتی ب گراف 1024کنیم که تعداد ثابت می
اي هسنجه دست آمده ازبر اساس نتایج عددي به علاوه بر این شوند.دسته تقسیم می 40هاي گراف و درجات رئوس به تعداد یال

 هايرافگدهیم که تمامیِ نشان میوالاچ -یرما ۀگلوبال و سنج ۀیافته، سنجتلاقی تعمیم ۀسنج هاينامتنیدگی چندبخشی بهدرهم
ین بیشتر دهند کهنشان می مذکور سه سنجۀ نتایج حاصل از چنینهمگیرند. دسته قرار می 23و  32، 24ترتیب در بهمذکور سیستم 

ترین یشبکه حالی، در ترین مقدار آن مربوط به گراف تک یال استاي و کممتعلق به گراف حلقه چندبخشی تنیدگیمقدار درهم
  است. کاملو کمترین مقدار آن مربوط به گراف تک یال گراف  در بین هر جفت کیوبیت تنیدگیمقدار درهم

  والاچ-مایر سنجۀ گلوبال، یافته، سنجۀتلاقی تعمیم ۀسنجتنیده، گراف درهم، تنیدگیدرهم واژگان:دیکل

  مقدمه
اطلاعات  تنیدگی مفهومی کلیدي در نظریۀدرهم   

چنین نقش مهمی را در محاسبات آنتومی است و همکو
 بر عهده دارد کوآنتومیو پردازش اطلاعات  کوآنتومی

ها و تنیده در طراحی الگوریتمهاي درهمحالت .]2و1[
براي  .]2و1[ نقش اساسی دارند کوآنتومیهاي پروتکل

 تنیدةهاي درهمبررسی و مطالعۀ برخی از حالت
کی از بهترین ابزارهاي ، گراف یبخشی و چندبخشیدو

، رئوس نقش تنیدههاي درهمگرافدر  ریاضی است.
کنند (کیوبیت) را ایفا می ترازه دو کوآنتومیهاي سیستم
بین این  تنیدگیدرهمف هاي بین رئوس معرّو یال

هاي اخیر، موضوع . در سال]3-5[ ها هستندکیوبیت
تنیده توسط پژوهشگران مورد توجه هاي درهمگراف

ظور، در این مقاله همین من. به]6-8[است  رار گرفتهق

                                                        
 :نویسنده مسئولaakhound@pnu.ac.ir   

یده مورد مطالعه و بررسی قرار تنهاي درهمگراف
ه تنیدهاي درهمدر بخش دوم این مقاله، گراف گیرند.می

شوند. در بخش سوم با استفاده از مفهوم می معرفی
 گراف سیستم 1024ریخت، تعداد هاي غیر یکگراف

 کنیم. در بخشبندي میدسته طبقه 34پنج کیوبیتی را در 
شده و بخشی معرفی دو تنیدگیچهارم سنجۀ درهم

ین تنیدگی بپارامتري براي سنجش مقدار درهماي رابطه
 مپنج در بخش .آوریمدست میبه هر جفت کیوبیت

 و تنیدگی چندبخشی معرفی شدههاي درهمسنجهابتدا 
تم ة سیستنیدهاي درهمتنیدگیِ گرافسپس مقدار درهم

دبخشی و چن یهاي دوبخشپنج کیوبیتی را توسط سنجه
ارائه در بخش آخر نیز نتایج را کنیم. میمحاسبه 

  .دهیممی

mailto:aakhound@pnu.ac.ir


  تنیدگی دوبخشی و چندبخشی در ...                       احمدآخوند و همکاراندرهم                                2   

  تنیدههاي درهمگراف
 ةتنیدهاي درهمبراي بررسی و مطالعۀ برخی از حالت   

، گراف یکی از بهترین ابزارهاي دوبخشی و چندبخشی
)گراف  ریاضی است. , )G V E توان متشکل از را می

Vمحدود  یک جفت مجموعۀ   و E V V 
} یعنی V اعضاي مجموعۀ. دانست ,..., }1 nV v v 

}یعنی  E ۀمجموعرئوس و  , ..., }1 le eE ها یا یال
   .]9[ دهندخطوط بین رئوس را نشان می

)رأسی، تعداد  N: در هر گراف 1تعریف )1
22

  
  
 

 N NN 

وجود  Eهاي انتخاب مجموعه یال براي امکان مختلف

22دارد. بنابراین تعداد 
 
 
 

N

 پذیر استاف متمایز امکانگر 
]9[.  

صورت تابعی یک به یک و پوشا به: اگر 2تعریف
: 1f V V رئوس دو گراف  ۀبین مجموع( , )G V E 

)و  , )1 1 1G V E  طوري کهباشد بهوجود داشته 
{ , }a b Eاگر و تنها اگر ، { ( ) , ( )} 1f a f b E  باشد، در

  .]9[ ریخت گویندرا یک این صورت دو گراف
هاي گرافِ حالت تنیدگیِانجام محاسبات درهم براي

 بیتی، هر کیوبیت (سیستمکیو-N کوآنتومیهاي ستمسی
 .نددههاي گراف قرار میسأاز ر ) را در یکیدو ترازه

 کنشعنوان برهمال گراف را بهر یه در برخی از مقالات
هاي گرفته و حالت آیزینگ بین دو کیوبیت در نظر

در این مقاله  .]10-14[آیند دست میگراف به کوآنتومی
تنیدگی بین دو کیوبیت است ف درهمال گراف معرّهر ی

کیوبیتی -Nسیستم خالص زیر را براي  حالتبردار و 
  :]3[گیریم در نظر می
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 zبردارهاي ماتریس پائولی ویژه 1و  0 که در آن
 متصل j و iهاي در جایگاه کیوبیت .هستند
هاي و در جایگاه کیوبیت 1تنیده)، حالت (درهم

)باقیمانده  )ij  گیرد. همچنین قرار می 0حالتk 
 ۀعمعرفّ مجمو Sهاي گراف و بیانگر تعداد یال

}است ( kعضوهاي , , }1 S N ضرایب .( ، 
2شرط بهنجارش  و  2 2 1      را ارضا
   کنند.می

  پنج کیوبیتی تنیدةهاي درهمگراف
، در هر گراف پنج رأسی تعداد 1اساس تعریفبر    

5
2 10 
   

 هاانتخاب مجموعه یال براي امکان مختلف 
گراف متمایز امکان  1024 بنابراین تعداد .وجود دارد
 هاگرافتعدادي از این ، 2. طبق تعریفپذیر است

دارند، تنیدگی یکسانی مریخت هستند و درهیک
ها تتمامی حال تنیدگیِ درهم محاسبۀ بنابراین نیازي به

گراف غیر  34هاي پنج رأسی تعداد در گراف .نیست
دست آورده و ریخت وجود دارد که آنها را بهیک

عنوان بهایم. رسم نموده 1ها را در شکلنمایش گرافی آن
ریخت گراف یک 9تعداد 1در شکل ثال، گراف شمارةم

هاي گراف تنیدگیِ درهم ۀبنابراین با محاسب .]14[دارد 
مقدار را براي این توان ریخت هر سیستم، مییک غیر

  .]14[ دست آوردسیستم مذکور بههاي گراف تمامیِ 

  تلاقی ۀسنج
 ۀاز سنج دوبخشی تنیدگیِ براي کمّی کردن درهم   

 وترزوابتدا توسط  این سنجهکنیم. تلاقی استفاده می
اتریس ته با مکیوبیتی خالص یا آمیخهاي دو امانهسبراي 

  :]15و61[شد صورت زیر معرفی به چگالیِ 

 ( ) ,C max       1 2 3 40      2 

( هاiکه در آن      1 2 3 4 (
Rماتریس  دارهايمقویژه    هستند. روش

صورت به ترتیب است که اینبه R ۀمحاسب
   *

y y y y        که  شودتعریف می
 *چنین . هماست وارون حالت -، اسپین در آن

، 100هاي در پایه  ماتریس چگالی مزدوج مختلطِ 
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ماتریس  y هايمؤلفه yبوده و  411و  310، 201
)مقدار  پائولی است. )C هایی با بیشترین براي حالت
هاي تنیدگی برابر با یک بوده و براي حالتمقدار درهم

  .]16[ پذیر برابر با صفر استجدایی
تنیدگی بین هر جفت ، درهم2ۀرابط ۀبا استفاده از سنج

وجود دارد، محاسبه که بین آنها یال  jو  iکیوبیت 
معرفی   حالت شود. براي این منظور از بردارمی

کنیم. ماتریس چگالی استفاده می 1ۀدر رابطشده 
 jو  iبراي هر جفت کیوبیت  بردار  یافتۀکاهش

})تنیده درهمیا متصل  , } )i j S ۀ زیر داده با رابط
  :]3[شود می
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)که در آن  )i jn رأس  ۀبیانگر درج( )i j  وijn 
صورت مستقیم و معرفّ تعداد رئوسی است که به

 . اکنوندر ارتباط هستند jو  iهاي با رأس مشترك
تنیدگی بین هر جفت کیوبیت براي سنجش مقدار درهم

N( کیوبیتی-Nسیستم  4(  رابطۀ پارامتري یک
  آوریم.دست میبه

ابتدا ماتریس   i j i j i jR ا . سپس بکنیمتعیین می را
  :]8و3[در نظر گرفتن شرایط زیر 
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iمقادیر ماتریس هاي مربعیِ ویژهریشه jR صورت را به
  کنیم:محاسبه می زیر

4 

  

  

,

,

,

.

i j

i j

i j ij

i j ij

k n n
k k k

k n n
k k k

n n n
k k

n n n
k k

  
   

  
   

 


 


    
         

    
         

 
 

 
 

2
2 2 2

1

2
2 2 2

2

2 2

3

2 2

4

1

1

1 1

1 1

  

  

 ۀرابط و ساده سازي روابط، 2ۀبا استفاده از رابط اینک
Nهایی با تلاقی را براي گراف ۀسنج 4  و{ , }i j S 

  آوریم:دست میزیر بهصورت به
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رابطۀ  ]8[اي در مقاله جعفرپوراسدي و ، 2016در سال 
}و  4N هایی باتلاقی را براي گراف سنجۀ , }i j S 

 5اولین بار رابطۀ دست آوردند. در این مقاله برايبه
Nهایی با گراف براي 4  و{ , }i j S دست آمدبه.  

  تنیدگی چندبخشیهاي درهمسنجه
هاي عیارها و سنجهتلاش براي یافتن م با وجود اینکه   

 توان گفت کدام معیاردارد، اما نمیجدید همچنان ادامه 
زیرا هرکدام از آنها در  ،کارآیی و جامعیت بیشتري دارد

ن ای ۀدر ادام هستند.ها مفید خاصی از حالت ةرد بررسیِ
معرفی  تنیدگی چندبخشیدرهم ۀسه سنجمقاله 

   د.نشومی

  یافتهتلاقیِ تعمیم
بار  تلاقی نخستین سنجۀبخش قبل،  تعریف بر اساس

 ۀهاي کیوبیتیِ خالص و آمیختبراي سامانه ووترزتوسط 
هاي خالص حالت سپس براي .دوبخشی ارائه شد
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یافته سنجۀ تلاقی تعمیماي نیز ذره-N هايسیستم
  :]17-19[ صورت زیر معرفی شدبه
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 یافته است که باتریس چگالی کاهشما  که در آن
کل  گرفتن ردّ جزئی از ماتریس چگالیِ   

و شودها تعیین مینسبت به هر یک از زیر سیستم
 

  ها است.تمام زیر سیستم مجموعِ ةنشان دهند

 گلوبال

تنیدگیِ چندبخشی درهم ۀجیک سن گلوبال ۀسنج   
کیوبیتی -Nسیستم  هاي خالصحالت براياست که 

  :]20و21[صورت زیر تعریف شده است به
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یافته هاي چگالی کاهشریسمات هاS ۀ فوقدر رابط
ل ک گرفتن ردّ جزئی از ماتریس چگالیِکه با  هستند

   12تعداد  نسبت به 1


N  زیر سیستم
زیر  این ضرب ةنشان دهند و آینددست میبه

اگر و فقط اگر حداقل یکی از  ها است.سیستم
  S تنیدگی ها برابر با صفر شود، مقدار درهم

گلوبال   عبارت برابر با صفر خواهد شد. به
 ۀیک حالت چندبخشی بر اساس سنج در صورتی دیگر

  هاي آن با تنیده است که تمامی بخشدرهم
  تنیده باشند.یکدیگر درهم

  یافتهوالاچ تعمیم–مایر
ک ی اسکات) ۀنج(س یافتهتعمیم والاچِ -مایر ۀسنج   

 برايتنیدگیِ چندبخشی است که درهم ۀسنج

صورت زیر بهکیودیتی -Nسیستم  هاي خالصحالت
  :]21و22[ شودتعریف می
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 m تنیدگی بینر میانگین درهمبیانگ mQکه در آن 

Nبا  دیتکیو m 2باقی مانده است و  کیودیت  
N 

2 جزء صحیح کران پایین
N همچنین  .استS  ماتریس

است که با گرفتن  کیودیت mیافته براي یِ کاهشچگال
N جزئی از دّر m روي ماتریس باقی مانده کیودیت 

 نشان دهندة وآید دست میبه) ( چگالیِ کل
که ییاز آنجا .]22 [ها استزیر سیستم اینمجموع 

کیوبیتی یا دو ترازه  1دست آمده از رابطۀهاي بهحالت
)2d ،شود:رابطۀ زیر تبدیل میبه 5رابطۀ) هستند  

  ( Tr[ ]).
-1

22 12 1 
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هاي تنیدگی چندبخشی حالتدرهم ۀبراي محاسب
توسط  1هاي شکلمتناظر با گراف پنج کیوبیتی خالص

، ابتدا ماتریس چگالی هر حالت را مذکور ۀسه سنج
 ۀتوسط رابط   سپس  آوریم.دست میبه

ستم اول را زیر سی هاي چگالی کاهش یافتۀماتریس
  کنیم:صورت زیر محاسبه میبه

10  
=Tr ( ), =Tr ( ), =Tr ( ),

=Tr ( ), =Tr ( ).
1 2345 2 1345 3 1245

4 1235 5 1234

     

   
 

ج سیستم پن هاي خالصبراي حالتبا توجه به اینکه 
  :]14[است زیر برقرار  ۀرابط، کیوبیتی

Tr[ ] Tr[ ], Tr[ ] Tr[ ],
( ) { }.

i jklp ij klp

i j k l p
    

     

2 2 2 2

1, ,5
           11 

ت صورباقیمانده به ۀاهش یافتچگالی ک يهاماتریس
  د:نشوزیر محاسبه می
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                          12 

ي سیستم برارا یافته تلاقی تعمیم ۀسنج ۀبنابراین رابط
   :وریمآدست میصورت زیر بهپنج کیوبیتی به

13  
[(Tr Tr ) (Tr Tr )]2 2 2 2

1 5 12 455
15

8
        


 

  

پنج  نیز براي سیستم گی گلوبالتنیددرهم ۀسنج ۀرابط
  شود:صورت زیر محاسبه میکیوبیتی به

    ,
1

151 2 45                         14 

  که در آن:

( Tr[ ]), ( Tr[ ]),

( ) { , ,

i i ij ij

i j

      

  

2 242 1 13
1 5}.

 

تم را براي سیس یافتهوالاچِ تعمیم-مایر ۀسنج چنینهم
, ۀبا توجه به رابطپنج کیوبیتی  , 21    Nm 

  آوریم:دست میصورت زیر بهبه

  [( Tr ) ( Tr )],2 2
1 1 5

2 1 15      Q       15 

  [( Tr ) ( Tr )],2 2
2 12 45

2 1 115      Q   

 

16 

 
  

  
0k  

  

  
1k  

  
  

  
2k  

  

  
3k  

  

  
4k  

  

  5k  
  

  
6k  

  

  7k  

  

  8k  
  

  
9k  

  

  
10k  

 پنج ةتنیدهاي درهمریخت گرافیک نمایش گرافی غیر. 1شکل
  کیوبیتی.

  تنیدگیقدار درهمم ۀمحاسب
تنیدگیِ دوبخشی و اسبۀ مقدار درهمبراي مح   

حالت  34تعداد  ، ابتدا1هاي شکلچندبخشی گراف
دست به 1نظیر هر گراف را توسط رابطۀ کوآنتومی

هاي هاي متناظر با گرافحالت عنوان مثالآوردیم. به
  عبارتند از: 34و  15 ،2 شمارة

,2 00000 11111 11000  

  G  



 ,

G  

  

   

15 00000 11111 00011
5

00110 01100 10001 11000  

 



.

G  

   

    

  

34 00000 11111 00011 00101
10

00110 01001 01010 01100 10001
10010 10100 11000

 

  

-16هاي بخش قبل (روابط سپس با استفاده از سنجه
 تنیدگیِ محاسبات جبري طولانی، مقدار درهم) و 5و 13

را محاسبه نموده و نتایج عددي  1شکل هايگراف
 درج نمودیم. 4الی  1هاي دست آمده را در جدولبه

ی و بخشتنیدگی دویشینۀ درهمبراي محاسبۀ مقدار ب
ا روابط دهاي سیستم پنج کیوبیتی، ابتچندبخشیِ گراف

دست آوردیم. سپس ها را بهپارامتري هر یک از سنجه
کل سیستم و تعیین ماتریس چگالی  با محاسبۀ

اي برحسب هاي چگالی کاهش یافته، رابطهماتریس
هاي براي هر یک از حالت و   ،ضرایب 
دست آمد. در به 1هاي شکلمتناظر با گراف کوآنتومی

2خاتمه با توجه به شرط بهنجارش  2 2 1     
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 و  ،و بیشنیه سازي مقدار هر یک از ضرایب 
 هاينیدگی را با استفاده از سنجهتدرهم ۀ، مقدار بیشن

  مذکور محاسبه نمودیم.
دست آمده از ، روابط تحلیلی به1هاي شکلبراي گراف

درج  1) در ستون ششم جدول5ۀرابط(تلاقی ۀسنج
آن است که  بیانگر 1در جدولاند. نتایج ارائه شده شده

1) تنیدهراف درهمگ 1024تعداد  10) k  بر اساس
) iرئوس  ) و درجاتkهاي گراف(تعداد یال )in و

j ( )jn  شوند ولی بر بندي میکلاس طبقه 04در
ت تنیدگی بین هر جفت کیوبیساس مقدار بیشینۀ درهما

دسته قرار  31در  سیستم مذکور هايگراف همۀمتصل، 
هاي مذکور فقط داراي عبارت دیگر، گرافگیرند. بهمی
 ین هر جفتب بیشینه مقدار عددي پارامتر تلاقی 31

کیوبیت متصل هستند. همچنین بیشترین مقدار 
)تنیدگی درهم ijC 1) گراف هاي بین جفت کیوبیت

) و کمترین مقدار 2گراف شمارة(تک یال 
( ijC  گراف کامل هاي بین جفت کیوبیت (01359/

در حالت کلی  آید.دست می) به34گراف شمارة(
ر با براب الیبدون  تیوبیهر زوج ک نیب یِدگتنیدرهم

 ستمیکل س حالت یدگیتنکه درهم یصفر است، در حال
 نیدر ا 5ۀرابط نیا. بنابرباشدمخالف صفر ممکن است 
 اسبهمحرا  هاتیوبیزوج ک نیب یدگتنیدرهممقاله لزوماً 

 بودن ریجداپذ معنیبه و صفر شدن مقدار آن کندیم
  .ستین ستمیس کلی حالت

نشان  4الی  2هاينتایج عددي درج شده در جدول
نج کیوبیتی گراف سیستم پ 1024دهند که تعداد می

(1 10) k 24یافته در بر اساس سنجۀ تلاقیِ تعمیم 
دسته و بر اساس  32وبال در گل دسته، بر اساس سنجۀ

 23در  اسکات) (سنجۀ یافتهوالاچ تعمیم-سنجۀ مایر
شوند. همچنین بر اساس هر سه بندي میدسته طبقه

 ترین مقدار، بیشبخشی تنیدگیِ چنددرهم ۀسنج
 اي، متعلق به گراف حلقهچندبخشی تنیدگیِدرهم

 تنیدگیِ ) و کمترین مقدار درهم15ة(گراف شمار

) 2ة(گراف شمار ، متعلق به گراف تک یالچندبخشی
   است.

هر زوج  نیب یِدگتنیدرهممقدار  با توجه با اینکه
دديِ این نتایج عبرابر با صفر است،  الیبدون  تیوبیک

ر ه چندبخشیِ  یدگیتندرهمدار دهند مقمقاله نشان می
1)هاي سیستم پنج کیوبیتی یک از گراف 10) k 
بنابراین صفر شدن مقدار  .است مخالف صفر

 ریجداپذ به معنیتنیدگی بین هر زوج کیوبیت درهم
  .ستین ستمیس کلی بودن حالت
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ها. یوبیتتنیدگی بین جفت کهاي گراف و درجات رئوس و مقدار درهمج کیوبیتی بر اساس تعداد یالپن تنیدةهاي درهمبندي گراف. طبقه1جدول
ی (پارامتر تلاق ةریتابع دو متغ ۀنیشیب ۀمحاسب براي

max( )ijC(، يپارامترها دارمق   و میاجدول قرار داده ستون هفتم و دردست آورده را به.

   

که  و  عددي  ریدامق in jn k ijC شماره گراف کلاس
ijC دننکیم نهیشیرا ب  max( )ijC 

1 2 1 1 1  2    /0 7071 1 

2 4-3 1 2 2 
2 2    /0 7071 7071/0 

3 4-3 1 1 2 
4 8-5 1 1 3 

2 3    /0 7071  5773/0 5 8-5 1 2 3 
6 8-5 1 3 3 
7 8-5 2 2 3 ( ) ( )  22 3 2 3 ,  / /0 8660 0 5000 3333/0 

8 14-9 1 2 4 

    /0 7071 5000/0 9 14-9 1 3 4 
10 14-9 1 4 4 
11 14-9 1 1 4 
12 14-9 2 3 4 ( )  22 2 ,  / /0 8881 0 4597 2588/0 

13 14-9  2 2 4 ( )  2 2 ,  / /0 8506 0 5257 3090/0 

14 20-15 1 3 5 

2 5    /0 7071 4472/0  15 20-15 1 4 5 
16 20-15 1 2 5 
17 20-15 3 3 5 ( ) ( )  22 5 4 5 ,  / /0 9129 0 4082 2000/0 

18 20-15 2 2 5 ( ) ( )  22 5 2 5 ,  / /0 8391 0 5439 2899/0 

19 20-15 2 4 5 ( ) ( )  22 5 2 3 5 ,  / /0 8979 0 4402 2193/0 

20 20-15 2 3 5 ( ) ( )  22 5 2 2 5 ,  / /0 8759 0 4824 2463/0 

21 26-21 2 3 6 ( ) ( )  22 6 2 3 ,  / /0 8660 0 5000 2357/0 

22 26-21 2 2 6 ( ) ( )  22 6 3 ,  / /0 8300 0 5577 2743/0 

23 26-21 3 3 6 ( ) ( )  22 6 2 3 ,  / /0 9034 0 4287 1937/0 

24 26-21 3 4 6 ( ) ( )  22 6 6 3 ,  / /0 9239 0 3827 1691/0 

25 26-21 2 4 6 ( ) ( )  22 6 3 3 ,  / /0 8881 0 4597 2113/0 

26 26-21 1 4 6 
2 6    /0 7071 4082/0 

27 26-21 1 3 6 

28 30-27 2 4 7 ( ) ( )  22 7 2 3 7 ,  / /0 8797 0 4755 2043/0 

29 30-27 4 4 7 ( ) ( )  22 7 6 7 ,  / /0 9354 0 3535 1428/0 

30 30-27 2 3 7 ( ) ( )  22 7 2 7 ,  / /0 7931 0 6090 9022/0 

31 30-27 3 3 7 ( ) ( )  22 7 4 7 ,  / /0 8953 0 4455 1881/0 

32 30-27 3 4 7 ( ) ( )  22 7 2 6 7 ,  / /0 9163 0 4004 1651/0  
33 30-27 1 4 7 2 7    /0 7071 3780/0 

34 32-31 3 3 8 ( ) ( )  22 8 2 ,  / /0 8881 0 4597 1830/0 

35 32-31 3 4 8 ( ) ( )  22 8 6 2 ,  / /0 9096 0 4155 1615/0 

36 32-31 2 4 8 ( ) ( )  22 8 3 4 ,  / /0 8724 0 4887 1981/0 

37 32-31 4 4 8 ( ) ( )  22 8 6 8 ,  / /0 9294 0 3690 1404/0 

38 33 3 4 9 ( ) ( )  22 3 2 6 9 ,  / /0 9034 0 4287 1582/0 

39 33 4 4 9 ( ) ( )  22 3 6 9 ,  / /0 9238 0 3827 1381/0  
40 34 4 4 10 ( ) ( )  22 10 6 10 ,  / /0 9188 0 3948 1359/0 
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دست آمده بر اساس تنیدگی بهعددي درهم مقدارهاي .2جدول
  ).C( یافتهتلاقی تعمیم ۀسنج

ف
ردی

اف  
 گر

اره
شم

 

(C)Max ف
ردی

 

اف
 گر

اره
شم

 

(C)Max 

1 2 4162/1  13  18 4806/1 

2 3 4391/1  14 19  4880/1 

 5012/1  20 15 4797/1 24و14و4 3

4 5 4730/1  16 21 5227/1 

 4993/1 22 17 4528/1 8و6 5

 5100/1 23 18  5063/1 33و26و17و7 6

 5182/1 25 19 5151/1 32و12و9 7

8 10 4916/1 20 27 5149/1 

9 11 4618/1 21 28 5180/1 

 5011/1 30و29 22 4746/1 13 10

11 15 5390/1 23 31 5084/1 

12 16 5177/1 24 34 5000/1 

اساس  دست آمده برتنیدگی بهعددي درهم مقدارهاي .3جدول
  ).گلوبال ( ۀسنج

( )Max 

اف
 گر

اره
شم

  

ف
ردی

 
( )Max

اف 
 گر

اره
شم

  

ف
ردی

 

8833/0 18 17 8039/0  2 1 
8899/0 19 18 8340/0 3 2 
9060/0 20 19 8695/0 4 3 
9324/0 21 20 8726/0 5 4 
9044/0 22 21 8507/0 6 5 
9171/0 23 22 9067/0 7 6 
9249/0 25  23 8497/0 8 7 
9137/0 26  24  9220/0 9 8 
9234/0 27  25  8939/0  10 9 
9274/0 28  26  8608/0 11 10 
9075/0 29  27  9176/0  12 11 
9073/0 30  28  8751/0 13 12 
 13 24و14 8832/0  29  31 9168/0
9249/0 32 30  9523/0 15 14 
9154/0 33  31 9246/0 16 15 
9089/0 34 32  9129/0 17 16 

  

  

-مایر ۀتنیدگی بر اساس سنجعددي درهم مقدارهاي .4جدول
هاي سیستم پنج ). براي تمامی گرافmQ( یافتهتعمیم والاچ

1کیوبیتی ( 10 k ،(( )1 1MaxQ دست آمده است.به  

( )2 MaxQ

اف
 گر

اره
شم

  

ف
ردی

 

( )2 MaxQ 

اف
 گر

اره
شم

 

ف
ردی

8548/0 18 13 7539/0  2 1 
8694/0 19 14 7939/0 3 2 
 3 24و14و13و4 8498/0 15 25و21 9090/0
 4 6و5 8454/0 16 26و22 8812/0
8943/0 23 17 8876/0 7 5 
 6 8 8168/0 18 28و27 8987/0
 7 12و9 9014/0  19 30و29 7948/0

8860/0 31 20  8724/0 10 8 
8934/0 32 21  8317/0  11 9 
8792/0 33 22  9310/0 15 10 
8675/0 34  23  9068/0  16 11 

 12 20و17 8865/0     
  

  گیرينتیجه
هایی براي گرافاي براي اولین بار رابطه در این مقاله   
Nبا  4  و{ , }i j S کمک سپس به .دست آوردیمبه

ا ر تنیدگی بین هر جفت کیوبیتاین رابطه مقدار درهم
راي انجام ب براي سیستم پنج کیوبیتی محاسبه کردیم.

در ا ر سیستم پنج کیوبیتی گراف 1024تعداد این کار 
نتایج مهم این پژوهش به  بندي نمودیم.دسته طبقه 34

  ت:شرح زیر اس
گراف  همۀدهند که محاسبات این مقاله نشان می -1

راف و هاي گم پنج کیوبیتی بر اساس تعداد یالسیست
بندي کلاس طبقه 04، در jو  iدرجات رئوس 

ن هر تنیدگی بیشوند و بر اساس مقدار بیشینۀ درهممی
کور سیستم مذ هايگراف یِ تمامجفت کیوبیت متصل، 

  گیرند. دسته قرار می 31در 
1)سیستم پنج کیوبیتی  هايگراف تمامیِ -2 10) k  بر

لاقیِ ت تنیدگی چندبخشی از قبیلدرهم هاياساس سنجه
ترتیب در هیافته بوالاچِ تعمیم-فته، گلوبال و مایریاتعمیم

  وند.شبندي میدسته طبقه 23و  32، 24
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تنیدگی بین هر جفت کیوبیتی که با مقدار درهم -3
شند، ها متصل باهاي کمتري به سایر کیوبیتتعداد یال

  .بیشتر است
نیدگی دو بخشی و تشود که مقدار درهممشاهده می -4

، تنیده به پارامترهاي هاي درهمچندبخشی در گراف
  و توان با تنظیموابسته است. بنابراین می 

با مشخصات  تنیدهپارامترهاي مذکور، یک گراف درهم
 در یک مورد نظربخشی و چندبخشی دو تنیدگیِدرهم

   را انتخاب نمود. کلاس خاص
هر  بر اساسکه  بیانگر آن است آمده دستنتایج به -5

ق به تنیدگی متعلترین مقدار درهممذکور، بیش ۀسه سنج
ترین مقدار آن متعلق به گراف تک اي و کمگراف حلقه

تنیدگی درهم ۀکه بر اساس سنجدر حالی یال است
، بیشترین مقدار تلاقیِ ووترز) ۀ(سنج دوبخشی

تنیدگی بین هر جفت کیوبیت متعلق به گراف تک درهم
مل یال بوده و کمترین مقدار آن مربوط به گراف کا

  است.
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