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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.

 باشد.می المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقاله تحت  

  تنیدگی رنیمقیاس درهمبراي حدهاي بالا و پایین  معرّفی

  سید یحیی میرافضلی ، رضا باغشاهیحمیدمحبوبه مصلحی، 
 ایرانرفسنجان، ، ولی عصر(عج) رفسنجان دانشگاهگروه فیزیک، دانشکده علوم، 

  20/03/1397پذیرش:     12/03/1397ویرایش نهائی:     28/12/1396 دریافت:
  دهیچک

 است. در این زمینه، کوآنتومیلاعات اطّ  ۀمهم در نظری ، یکی از موضوعاتکوآنتومیهاي ر سامانهتنیدگی دتعیین میزان درهم
تنیدگی  وتنیدگی تلاقی درهم هاياست. مقیاسفی شده جزئی معرّ هاي دوتنیدگی سامانهمیزان درهمهاي متفاوتی براي تعیین مقیاس

یر نیست. پذصورت تحلیلی امکانه، بدلخواه ۀهاي آمیختبراي حالت هاآن ۀی محاسب، که در حالت کلّ هستندها دو نمونه از این مقیاس
راحتی بالا و پایین که به یکسري حدهايهاي عددي، جداي از روش، تنیدگیاز این رو براي در دست داشتن تقریبی از میزان درهم

ر تنیدگی رنی ددرهم با مقیاس و تنیدگی تلاقی هايمعرفی شده است. از طرف دیگر مقیاس هاقابل محاسبه باشند براي آن
ه وجا تتلاقی و ب هاي تنیدگی وبا استفاده از حدهاي بالا و پایین مقیاس مقاله. در این هستند، داراي ارتباط صیمشخّ  يهامحدوده
شود. سپس فی میرنی معرّ تنیدگیدرهم براي مقیاس یبالا و پایین هايتنیدگی رنی، حددرهم و مقیاس هابین این مقیاس ۀبه رابط

   .گیرد، کارآیی این حدود مورد بررسی قرار میاسپینی ۀیک ساماندر 

ینیاسپ ۀ، سامانتنیدگیپایین درهم، حدهاي بالا و تنیدگی رنیدرهممقیاس مقیاس تنیدگی، تلاقی، مقیاس  :واژگاندیکل

  مقدمه
ي هاسامانه درهمبستگی  نوعیتنیدگی درهم   

را  عتی از طبیکلاسیک هايتوصیف که است کوآنتومی
 نتومیکوآمختص مکانیک ة به چالش کشیده و یک پدید

ه توان گفت دو یا چند ذرّ طور ساده میبه. است
ون در نظر را بد اند اگر نتوان هر یک از آنهاتنیدهدرهم

ت لاز نظر ریاضی یک حا .گرفتن دیگري توصیف کرد
، حالتی است که نتوان جزئیدو ۀتنیده از یک ساماندرهم

از حاصلضرب تانسوري  1بیمحدّ جمعصورت هرا بآن 
اگر بتوان یعنی  ،ها نوشتهایی از تک سامانهحالت

 بیصورت جمع محدّهرا ب سامانه حالتعملگر چگالی 
   نوشت: زیرصورت ه هاي ضربی بحالتاز 

                                                        
 مسئول ةسندینو: Baghshahi@vru.ac.ir 

1 صورتهب 2و  1 هايمحدب از حالت جمعیک  ١ 2(1 )      0 است که در آن 1  باشد.می  

1                               A B
i i ii

p     

0که طوريهب 1ip   1وii
p   باشد، حالت

 خواهد بود تنیدهو در غیر این صورت، درهم جداپذیر

 مقدارکه  کردتوان مطرح میرا سوال  ایناینک  .]1[
صورت  چهرا بهتنیده تنیدگی یک حالت درهمدرهم

زیرا براي بعضی اهداف لازم است  ؟توان تعیین نمودمی
 کنونتا .ص شودها مشخّتنیدگی حالتکه میزان درهم

 تنیدگیدرهم میزانهاي بسیاري براي تعیین تلاش
آن معرفی  ۀانجام شده که نتیج کوآنتومیهاي حالت
 .]1[ تنیدگی استدرهممتنوّعی براي هاي مقیاس

ها، بر اساس آنتروپی تعدادي از این مقیاس
 اندتعریف شده کوآنتومی ۀیک سامان هايزیرسامانه

mailto:Baghshahi@vru.ac.ir
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 فیزیکی را با توابع مختلفی ۀآنتروپی یک سامان .]2[
 ها آنتروپی رنی استی از آنیک که توان محاسبه کردمی
  :]2،3[شود صورت زیر تعریف میهکه ب

2                             1
21( ) log ( )S Tr 

    

براي یک یک عدد حقیقی مثبت است.  که در آن 
ABجزئی  خالص دو حالت AB AB    بر

توان مقیاس اساس آنتروپی تعریف شده در بالا می
  صورت زیر تعریف کرد: هرا برنی تنیدگی درهم

3                                ( ) ( )AB AE S    
 ۀزیر سامان ۀیافتماتریس چگالی کاهش Aدر آن  که
Aصورت ه، ب( )A B ABTr   .تعریف بالا است

صورت زیر به هبهاي خالص، تنیدگی حالتدرهمبراي 
  شود:داده میبسط هاي آمیخته حالت

4               ( ) min ( )AB i AB i
i

E p E     

 ABهاي ممکن براي که در آن کمینه روي تمامی بسط
صورت ههاي خالص بحالت حسببر

( )AB i AB ABi ii
p   شود.گرفته می 

کار  4ۀرابط سازينهیدلخواه کم ۀختیآم هايحالت يبرا
این موضوع در مورد بسیاري از  .ستین ايچندان ساده

و  1تنیدگیتنیدگی از جمله هاي دیگر درهممقیاس
 تنیدگیهاي پرکاربرد درهممقیاسجمله از که  2تلاقی

الت اقی براي یک حمقیاس تل باشد.نیز صادق می هستند
  شود:صورت زیر تعریف میهجزئی بخالص دو

5                          2( ) 2(1 )AB AC Tr   

 ۀزیر سامان ۀیافتماتریس چگالی کاهش Aدر آن  که
A جزئی نیز به ماننددو ۀاست. براي یک حالت آمیخت 

تلاقی تنیدگی رنی، تعریف مقیاس مقیاس درهم
  شود:داده می تعمیمصورت زیر هب

                                                        
1 Tangle 

6                   ( ) min ( )AB i AB ii
C p C    

مقیاس  .گرددتعریف می 4ۀکه در آن کمینه به مانند رابط
صورت هب دوجزئی ۀحالت آمیختتنیدگی نیز براي یک 

  :شودزیر تعریف می
7                   2( ) min ( )AB i AB ii

p C     
براي . ستاتعریف قابل بالا به مانند قبل  ۀرابطکمینه در 

 d2 آمیختههاي هاي خالص دو جزئی و حالتحالت
عدي، تنیدگی با مجذور مقیاس تلاقی برابر است، ولی بُ

2C در حالت کلّی داریم  ]4[ .  

 عديبُ d2 جزئی خالص دلخواه دو حالتهر  يبرا
AB و  یتلاق اسیمجذور مق نیب ریز ۀرابط
  :]3[ی وجود دارد رن یدگیتندرهم

8                            ( ) 2( )( )AB ABE F C    

1
21

1 1 1 1( ) log [( ) ( ) ]
2 2

x xF x  
 

   
  

 ABعدي بُ 22هاي آمیخته براي حالتبالا  ۀرابط
0.823ازاي به   براي . ]5[نیز برقرار است

 مقیاس تلاقی ۀعدي محاسببُ 22هاي آمیخته حالت

هاي با ابعاد ، ولی براي حالت]3[ اي استکار ساده
 رنی تنیدگیو در نتیجه محاسبه درهم بالاتر محاسبه آن

پذیر نیست. از این رو، براي در طور تحلیلی امکانبه
تنیدگی براي دست داشتن تقریبی از میزان درهم

ا حدهاي بالدر مراجع مختلف هاي با ابعاد بالاتر، حالت
است.  معرّفی شدهو پایین گوناگونی براي مقیاس تلاقی 

توان به حدهاي زیر اشاره کرد از جمله این حدها می
]6،7[:  

9            
   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( ) 2 1

2 ( ) 2 1

AB B AB B

AB A AB A

Tr Tr C Tr

Tr Tr C Tr

    

    

    

    
  

2Concurrence  
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هاي بالا، نامساوي ۀرابطدر  22 1 BTr    و

 22 1 ATr   توان با فرض اینکه را می
 ,i AB iq   بسط کمینه براي صورت زیر باشد، به

  اثبات کرد:

10                 
   

2 2

2 2

( ) 2 (1 )

2 1 2 1

i AB i Aiii i

i Ai Ai

q C q Tr

Tr q Tr

  

 

  

 
    

 

 


  

که نامساوي موجود در رابطه بالا، با توجه به محدب 
2بودن 

ATr حدهاي ارائه شده ]7[ نوشته شده است .
صورت چشمداشتی هتوان بمیرا  9ۀدر رابط

اینرو داراي  و ازنمایش داد  پذیرهاي فیزیکیمشاهده
 اندیريگاندازهقابل طور مستقیم هت هستند که باین مزیّ

]6،7[ .  

 تنیدگیبراي درهم یبالا و پایین هايدر این مقاله حد
)، 8ۀرنی، با استفاده از ارتباط آن با مقیاس تلاقی (رابط

را ها و کارآیی آنفی معرّ  d2هاي آمیخته براي حالت
. نیمکحدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی مقایسه میبا 

حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی و  ۀسپس با محاسب
ارآیی ، میزان کاسپینیتنیدگی رنی براي یک سامانه درهم

مورد بررسی قرار را شده حدهاي بالا و پایین معرفی
  .دهیممی

  تنیدگی رنیمعرفی حدهاي بالا و پایین درهم
 سري ه، یکبخش ابتدا در قالب یک قضیّ در این    

تنیدگی رنی حدهاي بالا و پایین براي مقیاس درهم
  کنیم.معرّفی می

): اگر قضیّه )ABU   و( )ABL  ترتیب حدهاي بالا به
)تنیدگی (و پایینی براي  )AB  مربع مقیاس تلاقی ) و

)2 ( )ABC  (یعنی: باشند  
11     2( ) ( ) ( ) ( )AB AB AB ABL C U        

 ةي در بازعدبُ  d2 ۀختیآم هايحالت يبراآنگاه 
0.823 1.303  ،( ( ))ABF U   و

( ( ))ABF L  برايترتیب حدهاي بالا و پایینی به 
  عبارتی: د بود. بهنتنیدگی رنی خواهمقیاس درهم

21      ( ( )) ( ) ( ( ))AB AB ABF L E F U       
  داریم: ]5[ در مرجع 14و  13از ترکیب روابط: اثبات

31      2( ( )) ( ) ( ( ))AB AB ABF C E F        
)تابع از طرف دیگر  )F x ةدر محدود 

0.823 1.303   ّر از تابعی یکنوا صعودي و مقع
x با توجه به این ویژگی  .]5[ است( )F x :داریم  

41                       
2( ( )) ( ( )),

( ( )) ( ( ))
AB AB

AB AB

CF L F
F F U
 

 

 
  




  

  شود.اثبات می 12ۀرابط 14و  13با ترکیب روابط
آید که آیا اختلاف بین ال پیش میؤاکنون این س

( )ABU   و( )ABL   اختلاف بین کمتر است یا
( ( ))ABF U   و( ( ))ABF L  عبارت دیگر به؟

حدهاي بالا و پایین معرّفی شده براي مقیاس 
حدهاي بالا و پایین تنیدگی رنی در مقایسه با درهم

متناظرشان براي مقیاس تلاقی کارآیی بهتري دارند یا 
)هاي تابع ویژگیبه سؤالاین  خیر؟ جواب )F x، 

ا بطور دقیقتر بهبستگی دارد. هاي مختلف، ازاي به
0.823در محدوده توجه به اینکه  1.303  ،

( )F x  توان گفت که میاست تابعی یکنوا صعودي
ها، یعنی که اختلاف بین آن 2xو  1xازاي هر به

2 1x x x   2، بیشتر از 1( ) ( )F F x F x     
حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی  آنگاه اختلاف باشد

رنی  تنیدگیحدهاي بالا و پایین درهم بیشتر از اختلاف
)هرگاه است. در نتیجه،  ) ( )F x dF x dx    کوچکتر

از یک باشد، آنگاه اختلاف بین حدهاي بالا و پایین 
تنیدگی رنی کمتر از اختلاف بین حدهاي بالا و درهم
ه از آنجا که حل تحلیلی معادل مقیاس تلاقی است.پایین 

( ) 1F x  ،یافتن براي  ساده نیستx هایی که براي
)آنها  )F x نمودار ، کوچکتر از یک است( )F x 
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 ةي متفاوت در بازبراي چند  xبرحسب 
0.823 1.303  رسم شده است. 1در شکل  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)نمودار  :1شکل )F x 0ازاي به 1x  ، 0.82 
 1.303چین) و (نمودار خط 0.99(نمودار توپر)، 

  چین).خط (نمودار نقطه
ازاي هقریباً بتتوان دریافت که این شکل میبا توجه به

0.31x  ،( )F x ۀازاي همبه ز یک اکوچکتر  ،ها
)طور دقیقتر باشد. بهمی )F x 0.823ازاي به 

0.319 ةتقریباً در باز 1x 0.99ازاي ، به  ًتقریبا
0.347 ةدر باز 1x  1.303ازاي و به  تقریباً در

0.321 ةباز 1x  باشند.کوچکتر از یک می  
)نمودار  2در شکل )F x  برحسبx  براي تمامی

0.823ة هاي باز 1.303   .خط رسم شده است
، که خطی راست قرمز نشان داده شده در این شکل

)که در آنها  باشدمینقاطی  ة، نشان دهندنیست )F x 
ن توان ایو با توجه به این خط می برابر با یک است

0.31xازاي نکته را تصدیق کرد که تقریباً به  ،
( )F x ۀازاي همبه  ،باشد.کوچکتر از یک میها 

 براي شود کهدیده میاین شکل علاوه، با توجه بهبه

)هاي کوچکتر،  )F x ر کوچکتري را ادیتواند مقمی
خود بگیرد و در نتیجه کارایی حدهاي بالا و پایین به

 هايشکل طور کلی، ازبهتر گردد. به تنیدگی رنیدرهم
مشخص،  ازاي یک توان دریافت که بهمی 2و  1

تنیدگی رنی همیشه کارآیی حدهاي بالا و پایین درهم
 یستتنیدگی تلاقی نر از حدهاي بالا و پایین درهمیشتب

1(به ازاي  0.31x ازاي ، کارایی آنها بیشتر و به

0.31 0x (ۀولی براي هم ،، کارایی آنها کمتر است 
اي که در آن کارآیی حدهاي بالا و پایین بازه ها

از حدهاي متناظرشان براي  بیشترتنیدگی رنی درهم
  است. ، بزرگترمقیاس تلاقی باشد

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)نمودار  .2شکل )F x 0.3ازاي به 1x  براي تمامی ،

0.823 ةهاي باز 1.303   
براي  ]8[ ذکر است که سانگ و همکارانلازم به
mدلخواه دوجزئی  ۀهاي آمیختحالت n ُروشی عدي ب

توان حدهاي بالا و پایینی براي که با آن میرا ارائه دادند 
حدهاي بالا و پایین تنیدگی رنی با استفاده از درهم

 استفاده از روش آنها برايبا دست آورد. هلاقی بتمقیاس 
ي حد پایینی براي عدبُ d2یک حالت دوجزئی آمیخته 

ی با حد پایین معرف آید کهدست میهبتنیدگی رنی درهم
حد بالایی که ولی  شدبامییکسان  12ۀشده در رابط

آید در دست میهبسانگ ها از روش براي این حالت
، یکسان 12ۀرابطحالت کلی با حد بالاي ارائه شده در 

)نیست زیرا در این رابطه،  )ABU   حد بالایی براي
تنیدگی در نظر گرفته شده است ولی در روش سانگ 

دست هتنیدگی تلاقی براي باز حدهاي بالاي درهم
  ود.شتنیدگی رنی استفاده میآوردن حدهاي بالاي درهم

ی ارآیک ي ازدرك بهتریابی به دستمنظور به ،در ادامه
براي از این حدها شده، حدهاي بالا و پایین معرفّی

 ،اسپینی ۀیک ساماندر تنیدگی تخمین میزان درهم
  .کنیماستفاده می



  39                                                 1397 پاییز، 18، شمارة8اي، دورةذرههاي بسمجلۀ پژوهش سیستم   

  مثال
ین ا اسپب ی شامل یک ذرّهئدوجز ۀدر این مثال یک سامان

1
ل )، متشکّ B(جزء یک محیط اسپینی و) A(جزء 2
1ذرّه با اسپین  N از

گیریم که با درنظر می ،2
  :]9[ کنندکنش میشکل زیر با یکدیگر برهمبههامیلتونی 

51                     ( )( )
1

( )
N iA i A
i

H g I I    
   

)و  Aکه در آن  )iI عملگرهاي نابودي و  ترتیببه
د. باشنامین اسپین محیط میiو  Aآفرینش براي اسپین 

شدگی بین اسپین ثابت جفت ةدهندنشان g چنینهم
A هامیلتونی بالا هاي محیط است. و هر یک از اسپین
ی عهاي فیزیکی متنوّسامانه ةکنندتواند توصیفمی

کنش تواند برهمعنوان مثال هامیلتونی بالا میبه باشد.
ه د در یک نقطفوق ریز بین اسپین یک الکترون مقیّ

اطراف  هايرا توصیف کند که با اسپین هسته کوآنتومی
   .]10[ کندکنش میخود برهم

صورت زیر کل سامانه را بهآمیخته حال حالت اولیه 
  کنیم:انتخاب می

61           1
2(0) ( 0 0 1 1 )AB        

، A ةذراسپین بالاي  ةدهندنشان که در آن 
0 ...   حالتی است که در آن ة دهندنشان

)ها پایین و اسپین تمام هسته )11 0
N i
iN

I  
ام بالا i دهندة حالتی است که در آن اسپین هستۀنشان

  .دنباشها پایین هسته و اسپین بقیۀ
)ل زمانی با اثر دادن عملگر تحوّ ) iHtU t e  بر روي

مان زهر سامانه در  ماتریس چگالی کلحالت اولیه بالا، 
)( t دلخواه )AB tآید.دست میه) ب  

با استفاده از حدهاي بالا و پایین در ادامه قصد داریم 
ین تنیدگی بدرهمتنیدگی رنی، تقریبی از مقیاس درهم

. براي این دست آوریمهب Bو  Aهاي زیرسامانه
از حدهاي بالا و پایین مجذور گیري با بهرهمنظور 

ه به اند و با توجّ معرفّی شده 9ۀمقیاس تلاقی که در رابط

قضیهّ ذکر شده در بخش قبل، حدهاي بالا و پایینی براي 
ام راي انجآوریم. بمی تنیدگی رنی بدستمقیاس درهم

را  9ۀحدهاي معرفی شده در رابطدر ابتدا ، این کار
  کنیم: گذاري میزیر نامصورت به

71      
   

2 2
1 2

2 2 2 2
1 2

2 1 , 2 1

2 , 2

A B

AB A AB B

U Tr U Tr

L Tr Tr L Tr Tr

 

   

   

   
    

 تنیدگی رنیهاي تلاقی و درهمحدهاي بالا و پایین مقیاس .3شکل
  .0.823با 

، 1U ،2U( حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی در ادامه،
1L  2وL( م کنیمیصورت تابعی از زمان محاسبه را به

حدهاي بالا و پایین  ،12ۀدر رابطگذاري آنها و با جاي
دست ههاي متفاوت بازاي بهرا تنیدگی رنی درهم

 0.823ازاي ، به2شکلبهتوجه با  .آوریممی
کمترین کارآیی  1.303 ازايبیشترین کارآیی و به

تنیدگی رنی انتظار را براي حدهاي بالا و پایین درهم
ها، کارآیی حدهاي بالا و پایین،  ۀداریم و براي بقی

رو، در است. از این چیزي بین این دو مقدار حدي 
هاي خود را به این ادامه، در نمودارهاي مختلف، بررسی

و  3هاي در شکلایم. محدود کرده دو مقدار حدي 
و  0.823ازاي بهنمودار حدهاي ذکر شده  4

1.303 ۀحسب زمان مشخصّبر gt  رسم شده
  است. 
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 تنیدگی رنیهاي تلاقی و درهمحدهاي بالا و پایین مقیاس .4شکل

  .1.303با 
و  1Lذکر است که در این دو نمودار، حدهاي لازم به

2U  1و در نتیجه( )F L  2و( )F U ترتیب مقادیر به
، ها دارا هستند. بنابراینثابت صفر و یک را در تمام زمان

1U  2نسبت بهU  حد بالاي بهتري براي تلاقی و
1( )F U  2نسبت به( )F U  حد بالاي بهتري براي

نسبت به  2Lتنیدگی رنی است. از طرف دیگر، درهم
1L  2حد پایین بهتري براي تلاقی و( )F L  نسبت به

1( )F L تنیدگی رنی حد پایین بهتري براي درهم
عنوان بهترتیب به 2Lو  1Uنتیجه در ادامه،  در است.

)1پایین تلاقی و همچنین، حدهاي بالا و  )F U  و
2( )F L عنوان حدهاي بالا و پایین ترتیب بهبه

  گیرند. تنیدگی رنی مورد استفاده قرار میدرهم
پیداست، حد پایین  4و  3طور که از هر دو شکلهمان

2( )F L  2بزرگتر ازL  1و حد بالايU  کوچکتر از
1( )F U  .از اینرو، براي مقایسه کارآیی حدهاي است

تنیدگی رنی با حدهاي بالا و پایین بالا و پایین درهم
تلاقی، اختلاف بین حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی و 

 تنیدگی رنی رااختلاف بین حدهاي بالا و پایین درهم
هاي در شکلترتیب به 1.303و  0.823براي 

   ایم.رسم نموده 6و  5
  

اختلاف بین حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی (نمودار  .5شکل 
تنیدگی رنی (نمودار توپر) و حدهاي بالا و پایین مقیاس درهم

  .0.823چین) با خط
  

اختلاف بین حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی (نمودار  .6شکل
تنیدگی رنی (نمودار توپر) و حدهاي بالا و پایین مقیاس درهم

  .1.303چین) با خط

با توجّه به این دو شکل مشخّص است که براي هر دو 
، اختلاف بین حدهاي بالا و پایین مقیاس مقدار 
هاي زمانی، کوچکتر تنیدگی رنی در برخی از بازهدرهم

از اختلاف بین حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی است 
هاي زمانی دیگر بالعکس. این بدان و در برخی از بازه

تنیدگی رنی، در مفهوم است که کارآیی حدهاي درهم
بهتر  تواندبه حدهاي تلاقی، میها نسبت بسیاري از زمان

دهد نشان می 6و  5هايباشد. همچنین مقایسه بین شکل
تنیدگی رنی نسبت که مزیّت استفاده از حدهاي درهم

هاي کوچکتر، چشمگیرتر به حدهاي تلاقی براي 
ذکر است که در تمامی نمودارها، تمامی گردد. لازم بهمی
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بیتقری ةو پایین توابعی تناوبی با دور حدهاي بالا
1.2gt  .هستند  

  گیريتیجهبحث ون
هاي متفاوتی براي هاي مختلف، مقیاسدر پژوهش   

تنیده هاي درهمتنیدگی سامانهگیري میزان درهماندازه
هایی که در این مقاله فی شده است. از جمله مقیاسمعرّ 

یدگی تنهاي درهمپرداخته شد، مقیاسنیز به بررسی آنها 
اي طور که گفته شد برو رنی است. همان ، تنیدگیتلاقی
عدي بُ 22 ۀهاي آمیختهاي خالص و حالتحالت

 ،ستندهراحتی قابل محاسبه به و تنیدگی مقیاس تلاقی
 هاآن ۀمحاسب ،عديبُ  d2 ۀهاي آمیختحالت ا درامّ 

 یبیتقرهمین دلیل براي داشتن بهچندان آسان نیست. 
هایی، حدهاي تنیدگی براي چنین حالتاز میزان درهم

معرفی  یتنیدگ و براي مقیاس تلاقیمتعدّدي بالا و پایین 
 مقیاس با مقیاسدو گردیده است. از آنجا که این 

 عدي،بُ d2 ۀهاي آمیخت، براي حالتتنیدگی رنیدرهم
تباط و از این ار با استفاده، هستندقیم تداراي ارتباط مس

، یو تنیدگ حدهاي بالا و پایین مقیاس تلاقی همچنین
 سبراي مقیا یبالا و پایین هايحد ه،در قالب یک قضیّ 

ن ایهمچنین کارآیی  .معرّفی کردیمتنیدگی رنی درهم
حدهاي بالا و پایین در مقایسه با کلّی طور حدها را به

تن با در نظر گرف مورد بررسی قرار دادیم. مقیاس تلاقی
ادیم. د بیشتري انجام با جزئیات این مقایسه رایک مثال، 

که در مثال ذکر شده حدهاي بالا و  دهندمینتایج نشان 
حدهاي بالا و پایین در مقایسه با پایین مقیاس رنی 

  ند. هست تردقیق بسیاري از شرایطدر  ،مقیاس تلاقی
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