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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.
 باشدمی المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص ین مقاله تحت 

  پیوسته-هاي متغیردر سیستمچند قسمتی  کامل تنیدگیدرهممعیار تشخیص 

  مهسا اژدرقلم، کوربلاغ یحیی اکبري
 ، ایرانتبریز ،شهید مدنی آذربایجان دانشگاه، پایه گروه فیزیک، دانشکده علوم

  25/12/1397پذیرش:    28/11/1397: ینهائ یرایشو   18/02/1397دریافت: 
  دهیچک

دلیل اهمیت به کامل است.تنیدگی درهم که یک نوع مهم آن داردانواع مختلفی تنیدگی درهمهاي چند قسمتی، در سیستم
ري معیا هاآنیکی از شده است.  ارائه معیارهاي متعدديآن براي تشخیص ، کوآنتومیکامل در فرآیندهاي اطلاعات  تنیدگیدرهم
 کوآنتومیاند که اگر یک حالت دست آوردهآنها ابتدا یک نامساوي به. اندکرده معرفی 2015در سال  و همکاران Shchukinکه است 
از این  دهااز آنجا که استفتنیده است. درهم نقض کند، کاملاً قسمتیهاي دو ازاي همه تقسیمآن را به چند قسمتی پیوسته-متغیر

اده از با استفدر ادامه شود، آنها می کار بردن آن دشوارترها بهافزایش تعداد قسمتبا سازي عددي است و نامساوي مستلزم بهینه
 که هر چند بهترین شرط ممکن نیست ولی مشکلات نامساوي اندتنیدگی کامل ارائه دادهدرهمبراي یک شرط تحلیلی این نامساوي 

 کرانه دهیم ککامل ارائه میتنیدگی درهمنامساوي اصلی، یک شرط تحلیلی براي این در این مقاله، با استفاده از  را ندارد. اصلی
خیص دهد. بیشتري را تش ةتنیددرهم هاي کاملاًتواند حالتمی است و بنابراین آنهاشرط تحلیلی  پایین آن بزرگتر از کران پایین

مطلب  این .نداردمشکلات استفاده از آن را  و یکسان است مذکور تشخیص نامساوي اصلیقدرت تشخیص آن با قدرت ، علاوههب
   .دهیممی توضیحمثال  را با بررسی یک

  گأوسی ، حالتکاملتنیدگی درهم ،تنیدگیدرهممعیار  ،کوآنتومیهاي حالت :واژگاندیکل

  مقدمه
ک هاي چند قسمتی یسیستم تنیدگیدرهمتشخیص    

 است. کوآنتومیمسئله اساسی در علم اطلاعات 
وسیعی از  ةحوزچند قسمتی در  هايتنیدگیدرهم

د از قبیل ترابر کوآنتومیپردازش اطلاعات فرآیندهاي 
کاربرد زیادي  کوآنتومیو رمزنگاري  ]1،2[ کوآنتومی

   .]3[ دارند
انواع  تواندمی تنیدگیدرهم، قسمتی هاي چنددر سیستم

ا ب تنیدگیدرهمهر نوع خاص . داشته باشد یمختلف
حالت آنها شود که ها مشخص میقسمت هایی ازگروه

 ۀقسمتی و مجموعnیک سیستم اگر جداپذیر است. 

                                                        
مسئول سندهینو:ac.ir .azaruniv@yakbari   

 

اندیس 1,2,....,n هر نوع  م، آنگاهرا در نظر بگیری
مشخص  با یک افراز این مجموعهتنیدگی درهمخاص 

 . افرازشودمی 1 2, ,....., }kI I I I  ازاي به
2k   هايزیر مجموعهدر آن  کهiI   و غیر تهی

مجموعهو اجتماع آنها برابر با  بودهمجزا 
 1,2,...., n  یک حالت ،است k - را جداپذیر

k حالت متناظر با. کندتوصیف می n  کاملاً  را 
انامند و حالتمیجداپذیر  2kهاي متناظر ب  

د. نشومی نامیدههاي جداپذیر دو قسمتی حالت
هاي حالتبههایی که جداپذیر دو قسمتی نباشند حالت
تشخیص  .]4[ معروف هستندتنیده درهم کاملاً



  مهسا اژدرقلم کوربلاغ و یحیی اکبري          ...   چند کامل تنیدگیمعیار تشخیص درهم                              2   

علت کاربرد فراوان آنها، تنیده بهدرهم کاملاً هاي حالت
 هتجی یمعیارها براي ارائه ،این. بنابراست یمهم ۀمسئل

هاي زیادي صورت گرفته تلاشتشخیص این حالت ها 
  .]4-7[ است

] براي 4[ مرجعدر ارائه شده  شرط تحلیلیدر این مقاله، 
 دهیممیارتقا را  تنیدهدرهم کاملاً هايحالت تشخیص

 هتنیدرهمد تعداد بیشتري حالت کاملاً بتواند  طوري کهبه
  را تشخیص دهد.

   کوآنتومی کران حاصل ازجداپذیري  شرط
در مقاله  معرفی شدهشرط جداپذیري  بخش،در این    
سیستمی را در نظر  کنیم.طور خلاصه مرور می] را به4[

مد الکترومغناطیسی (نوسانگر   n گیریم که شاملمی
عملگرهايام با iهماهنگ ساده یک بعدي) است. مد

ˆix وˆ ip جاییجابه ۀشود که داراي رابطتوصیف می
ˆ ˆ[ , ]i ix p i .سیستماین  براي توصیف هستندn

ˆاي لفهؤم  2nمده از بردار  ˆ ˆ( , )r x p   استفاده
1کنیم که در آن می 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )nx x x x   و

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )np p p p   .معیارهاي  اکثر است
مده nهايکامل براي سیستمتنیدگی درهمتشخیص 

صورت سر و کار دارند که به  Gکمیت با کران پایین
   :شودمعرفی می زیر

1      
, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ, ( )
n

T
ij i j

i j
G r Mr M r r Tr M



    

2 در آن که
, 1( ) n

ij i jM M  2یک ماتریس 2n n 

 و بوده و مثبت معین متقارن حقیقی،

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, (1/ 2)i j i j j ir r r r r r   است. علاوه بر
این،   2

, 1ˆ ˆ( , ) n
i j i jr r  ماتریس کواریانس 

یک مورد خاص  در عمل معمولاً  .استحالت سیستم 
 آن هاي غیر قطريبلوك که رودکار میبه Mماتریس 
 را با Mهاي قطري اگر بلوك .هستندصفر 

, 1( )n
ij i jX M  2 و

,( ) n
ij i j nP M   نشان دهیم

n هايماتریس که n   متقارن و مثبت نیمه معین
صورت زیر به Gکمیت  مورد خاص، در این ،هستند

  خواهد بود:          
2               

ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( )T T
xx ppG x X x p P p Tr X Tr P      

  
, که 1( )n

xx i j i jx x   و , 1( )n
pp i j i jp p  

سیستم هاي قطري ماتریس کواریانس حالت بلوك
نشان داده شده  ]4مرجع [طور که در همان .هستند
ي ممکن هاروي همه حالت G میتک کمینۀاست، 
  صورت زیر استهب سیستم

3                   min ( )G Tr X P X   
)و با  نامندمی کوآنتومیکران  آن را که , )B X P 

م سیستهاي حالت ۀازاي هم، بهبنابرایندهند. نشان می
   نامساوي زیر برقرار است ،چند قسمتی

4            ( ) ( ) ( , )xx ppTr X Tr P B X P    
 هاي جداپذیر متناظربراي رسیدن به معیاري براي حالت

 با افراز 1 2, ,....., }kI I I I  هايآنها را حالتکه 
Iم که کنینامیم، از این نکته استفاده میجداپذیر می

ي باشند، آنگاه جدا پذیر   jو  iاگر مدها
0i j i jp p x x   براي بنابراین .]4[ است ،

  نوشتتساوي زیر را  توانمی جداپذیرIحالت هاي
5  

( ) ( ) ( ) ( )xx pp u xx v ppTr X Tr P Tr X Tr P       

با این است ولی  Xماتریس همان   uX در آن، که
 هاي صفربا درآیه متناظرهاي تفاوت که در آن درآیه

xx   ه اعداد حقیقیبا جاگذاري طوري   iuدلخوا
متقارن و مثبت نیمه معین باشد. ارتباط  uXاند کهشده

ا ب صورت مشابه است.نیز به Pو  vPهاي بین ماتریس
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شرط  جداپذیر،Iبراي هر حالت  4اعمال نامساوي
   آیددست میهبزیر 

6    
,( , ) ( , ) max ( )IG X P B X P Tr X P X  u v

  

 توجه است. ]4[این شرط همان نامساوي اصلی مرجع 
هاي لفهکه مؤ  0vو   0uازاي بردارهاي کنید که به

  Xهايخود ماتریسدر هاي متناظر ترتیب، درآیهآنها، به
، Pو  هستند

0uX X   و
0vP P   .است

زاین، بهبنابر نامساوي   Iازاي هر افرا
( , ) ( , )IB X P B X P   .همواره برقرار است

 Pو   Xهايازاي اکثر ماتریسوانگهی، این نامساوي به
 6رو، کران نامساوياز این صورت اکید برقرار است.به

هایی است و تعدادي از حالت 4قویتر از کران نامساوي
 یک جفتازاي به توانندیم جداپذیر نیستندIکه

اگر  کنند. نقضرا  6نامساوي، Pو   Xمعین ماتریس
طوري که وجود داشته باشند به Pو  Xهاي ماتریس

طور دو قسمتی بههاي تجزیهازاي تمام به 6نامساوي
مورد نظر حالت در این صورت  ،زمان نقض شودهم

  .استتنیده درهم کاملاً

  کاملتنیدگی درهممعیار 
براي تشخیص  6ۀروشن است که استفاده از معادل   

کامل، مستلزم بهینه سازي عددي است که  تنیدگیدرهم
باید براي هر تقسیم دو قسمتی سیستم، جداگانه انجام 

هاي سوي دیگر، با افزایش تعداد قسمت شود. از
عت سرهاي دو قسمتی نیز بهسیستم، تعداد تقسیم

هاي در سیستم 6ۀ، کاربرد معادلبنابراین .یابدافزایش می
براي رفع  شود.میهاي زیاد دشوارتر با تعداد قسمت

یک  6معادلۀ] با استفاده از 4[ این مشکل، در مرجع
 لۀوسیاند که نقض آن بهدست آوردهشرط تحلیلی به

 این اماکامل آن است.  تنیدگیدرهمیک حالت حاکی از 
ي هر ازابهترین شرط ممکن نیست و بهشرط تحلیلی 

حاصل از آن  پایینتعداد قسمت مفروض، کران 
روش بهینه به 6ۀمعادلحاصل از پایین کوچکتر از کران 

خواهیم براساس می ،در این بخش .استسازي عددي 
دست لیلی بهیک شرط تح 6ۀمعادلمعیار جداپذیري 

کامل است  تنیدگیدرهمکه نقض آن حاکی از  آوریم
 پایینکران ، ]4[ ولی بر خلاف شرط تحلیلی مرجع

ازاي هر تعداد قسمت مفروض، برابر با حاصل از آن به
قدرت بنابراین و  است 6ۀمعادلحاصل از  پایینکران 

تشخیص آن بیشتر از قدرت تشخیص شرط تحلیلی 
 ]،4[همانند مرجع براي این منظور،  ] است.4[ مرجع

  :گیریمدر نظر میکمیت زیر را 
7         2 2

1
n i j i j

i j n
G x x p p

  

     

 هايماتریس ازايبه 2ۀمعادل G کلی کمیت همانکه 
nX X   و

nP P  صورت زیر معرفی است که به
  شوندمی
  

8              

-1     1    ...     1         1  
1       -1  ...   1        1  
...        ...    ...    ...       ...  
1         1    ...    -1     1
1         1    ...      1     -1  

n

n
n

X
n

n

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

9               
1     -1    ...       -1       -1  

-1       1   ...       -1       -1  
...        ...     ...       ...        ...  
-1         -1     ...     1     -1
-1         -1     ...      -1   1  

n

n
n

P
n

n


 










 
 
 
 

  

هاي ماتریساز آنجا که 
nX  و

nP کافی  ،متقارن هستند
شکل بهدو قسمتی هاي تجزیهکه فقط است 

1, , | 1, ,k k n  ازايبه را 
2
nk   .بررسی کنیم

 در iuهاي درایه ۀهمسازي محاسبات، براي ساده
nX 

 در ivو 
nP  هاي کنیم و ماتریسمیانتخاب را صفر

n, حاصل را با kX   و,n kP  دهیم. چون می نشان
n,هاي ماتریس kX   و,n kP  جا پذیرندبه با هم جا، 
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جمله 
, , ,n k n k n kTr X P X  ترصورت سادهبه

, ,n k n kTr X P استمحاسبه قابل راحتی آید و بهدر می .
مقادیر حاصلضربابتدا ویژهبراي محاسبه این جمله، 

, ,n k n kX P هايماتریس .آوریمدست میهرا ب ,n kX 
n,و  kP هستندزیر  داراي شکل  

1
,

2

B     0 
0     Bn kP
 

  
 

1و 
,

2

A     0 
0     An kX
 

  
 

  

  داریم در آن که
1 1

2 2

( 2)
( 2)

k

n k

A n I A
A n I A

  
  

  

1 1

2 2

k

n k

B nI A
B nI A

 
  

1Aدر روابط بالا،    2 وA هايماتریسترتیب، ، به
k k  و ( ) ( )n k n k     که تمام هستند

ست دبنا براین، به. هستند ها برابر با یکهاي آندرایه
   آوریممی

1 1
, ,

2 2

A B     0 
   0     A Bn k n kX P
 

  
   

1

2

( 2)          0 
( 2)

       0        ( 2)n

k A
n n I

n k A
 

              

مقادیر ویژهدست آوردن کنیم که براي بهمشاهده می
مقادیر ویژهکافی است حاصلضرب، فقط  ماتریس
  را بیابیمزیر  ماتریس

1

2

( 2)          0 
.

       0        ( 2)
k A

n k A
 

   
   

ین بنابرا، چون این ماتریس فقط دو سطر مستقل دارد
ادیر مقویژهمخالف صفر دارد و بقیه مقدار ویژهفقط دو 

دو توان نشان داد که راحتی میبهآن صفر هستند. 
ا هستند ب برابراین ماتریس  مقدار مخالف صفرویژه

( 2)k k    و( )( 2)n k n k   . این، بنابر
,ماتریس  ,n k n kX P   داراي( 2)n   مقدار ویژه

)صورت به 2)n n صورت مقدار به، یک ویژه
( 2) ( 2)n n k k   صورت مقدار بهو یک ویژه

( 2) ( )( 2)n n n k n k      .است  

  :آوریمدست میهب رو،از این

, , ( 2) ( 2)n k n kTr X P n n n     
2 2( 1) ( 1) (2 3) ( 1)n k k n k k        

1 ةدر بازم این عبارت وکه مینیم واضح است
2
nk  

1kازايبه  هر حالت دو ،بنابراینآید. دست میهب-
  صدق کند:زیر در نامساوي باید جداپذیر 

 10  
( 2) ( 2) ( 1) 2 3nG n n n n n        

اصلی این مقاله است که یک شرط  ۀاین معادله، نتیج
 از یک حالت حاکی وسیلۀبه آننقض  تحلیلی است که

   .است کامل آن حالت تنیدگیدرهم
ازاي به  nGبراي 10ۀمعادل شرط تحلیلی پایین کران
روش به 6با کران حاصل از معادلۀ مفروض،  nیک

رط ش پایین از کران بهینه سازي عددي برابر است ولی
 تحلیلی شرطپس  .استبزرگتر ] 4[ مرجع تحلیلی
و  ] است4[شرط تحلیلی مرجع از  ترقوي 10معادلۀ

 کامل تنیدههاي درهمحالتنسبت به آن تواند می
 ب،مطلبراي نشان دادن این  .تشخیص دهدبیشتري را 

  .کنیممثالی را مطرح می

  هسه مد گأوسیهاي : حالتمثال
ه سه مد گأوسیهاي اي از حالتخانواده ،در این مثال   

 خالص هايکه از طریق حالت کنیمرا بررسی می
GHZ- نس اماتریس کواری .]8[ انددست آمدههبگونه

  صورت زیر استبه هاحالتاین 
1 ( )
2

I     
  در آن که 
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    0        0         0
0        0  -     0   -  

    0        0         0
0   -    0        0   -

    0        0          0
0   -    0  -     0     

a c c
b c c

c a c
c b c

c c a
c c b



 
 
 
 

  
 
 
  
 

  

  
1aدر این ماتریس   است وb وc صورت زیر هب

  :شوندمیتعریف 
2

2

1 (5 9 8)
4
1 ( 9 8)
4

b a a

c a a

  

  
   

  به صورت زیر هستند: ppو xxبنابراین،
    c          c     

1 c              c 
2

c            c       
xx

a
a

a


 



 
   
  

 

     -c          -c     
1 -c               -c 
2

-c           -c       
pp

b
b

b


 



 
   
  

 

1.2a ازايهب که این حالتاست  نشان داده شده  
00 ةبازدر      که کامل دارد تنیدگیدرهم 

0 0.29756  8[ است[.  
را در مورد این حالت  10ۀمعادل شرطخواهیم حال می

3n ،این حالت کار ببریم. برايبه  پس بنا به .است 
  داریم: 9 و 8هايمعادله

  

3

2    1     1
1     2     1
1     1     2

nX 

 
   
 
 

  

3

2    -1     -1
-1    2     -1
-1    -1     2

nP 

 
   
 
 

  

1k ازايبهو   :داریم  

  

3, 1

2    0     0
0     2     1
0     1     2

n kX  

 
   
 
 

  

3, 1

2    0     0
0     2     -1
0     -1     2

n kP  

 
   
 
 

  

  
دست هب 10براي سمت چپ نامساوي ،بنابراین

  :آوریممی
3 ( ) ( )n n xx n ppG Tr X Tr P     

              3( ) 6( )a b c        
  236 (11 3 9 8)

4
a a      

  
3nازايهب 10نامساويسمت راست از سوي دیگر،   
2برابر است با  2 3. در مورد این حالت، بنابراین ،

  :آیدشکل زیر در میبه 10نامساوي
236 (11 3 9 8) 2 2 3

4
a a       

1.2aبراي که کنیممشاهده می  ، ازاي بهاین نامساوي
0 0.0958  دهد مینشان این شود و نقض می

  مورد نظر در این بازه از مقادیر پارامتر حالتکه 
بررسی این در حالی است که . استتنیده درهم کاملاً
 مرجعشده در  معرفی شرط تحلیلی دهد کهمی نشان

  .نیستاین حالت  تنیدگیدرهمتشخیص ] قادر به4[

  گیريبحث و نتیجه
براي تشخیص  تحلیلی یک شرطدر این مقاله    

هاي نیده چند قسمتی در سیستمتدرهم کاملاً هاي حالت
ت قادر اس شرط این پیوسته معرفی شده است.-متغیر

 هددتشخیص را بیشتري  هتنیددرهم کاملاً هاي حالت
 حلیلیشرط ت پایین آن بزرگتر از کران پایین کران زیرا
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 .است دست آمدههب] 4در مرجع [ که قبلاً ی استمشابه
در  Pو   Xهايماتریسامیدواریم با انتخاب مناسبتر 

      ریم.دست آورا به يبهتر تحلیلی شرطبتوانیم آینده 
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