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Abstract 
In the present study, the zeroth- and first-order radiative correction of the Casimir energy for massive 

and massless scalar fields, confined with mixed boundary conditions (Dirichlet-Neumann) between 

two parallel plates in 흓ퟒ theory, were computed. Two issues in performing calculations in this work 

are essential: first, to renormalize the bare parameters of the problem, a systematic method was used, 

which allows all influences from the boundary conditions to be imported in all elements of the 

renormalization program. This idea yields our counterterms appearing in the renormalization program 

to be position-dependent. Using the box subtraction scheme as a regularization technique is the other 

noteworthy point in the calculation. In this scheme, by subtracting the vacuum energies of two similar 

configurations from each other, regularizing divergent expressions and their removal process were 

significantly facilitated. All the obtained answers for the Casimir energy with the mixed boundary 

condition were consistent with well-known physical grounds. We also compared the Casimir energy 

for the massive scalar field confined with four types of boundary conditions (Dirichlet, Neumann, a 

mix of them and Periodic) in 3+1 dimensions with each other, and the sign and magnitude of their 

values were discussed.  
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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.
 باشدمی المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص ین مقاله تحت ا

ر د انرژي کازیمیر براي میدان اسکالر با شرط مرزي مخلوطتصحیح تابشی 
  بعد 3+1

  مددعلی ولوئیان

  گروه فیزیک، واحد سمنان، دانشگاه آزاد اسلامی، سمنان، ایران

 16/04/1398 پذیرش:   18/03/1398ویرایش نهائی:    27/09/1397دریافت: 
 1491610.22055/JRMBS.2019.  Doi: 

  دهیچک
ه با دار و بدون جرم) محدود شداول از تصحیح تابشی انرژي کازیمیر براي میدان اسکالر (جرم ۀصفرم و مرتب ۀدر این مقاله، مرتب

یند انجام این محاسبه آبعد محاسبه شده است. دو نکته در فر 3+1موازي در  ۀنیومن) بین دو صفح-مخلوط (دیریکلهشرط مرزي 
له است. ئبازبهنجارش متفاوت و البته سازگار با شرایط مرزي حاکم بر مس ۀقابل توجه است. یکی از این نکات، استفاده از یک برنام

دگی) عنوان مثال: جرم میدان و ثابت جفت شپارامترهاي فیزیکی موجود در لاگرانژي (بهدستیابی بهدر این برنامه بازبهنجارش جهت 
ز روش دیگر در فرایند این محاسبه، استفاده ا ۀشود. نکتهاي سازگار با شرط مرزي و البته وابسته به مکان استفاده میاز کانترترم

ها، مشابه با ساختار اصلی یک ساختار دیگر در نظر گرفته کردن جعبهزي کمساها است. در روش منظمسازي کم کردن جعبهمنظم
 هايشود واگراییشود. این امر موجب میساختار در حدهاي مناسب محاسبه میاین دو مربوط به خلأهاي شود و اختلاف انرژيمی

 انرژي کازیمیر ۀت آمده براي هر دو مرتبدسههاي بنحو شفاف و روشنی یکدیگر را حذف نمایند. پاسخهدخیل در محاسبات ب
 دهند که سازگاري مناسب ورسم شده و این نمودارها نشان می اول از تصحیح تابشی) در نمودارهاي مختلف ۀ صفر و مرتبۀ(مرتب

ا پاسخ ب اول تصحیح تابشی دست آمده در این مقاله در مرتبۀهحائز اهمیت اینکه پاسخ ب ۀها وجود دارد. نکتفیزیکی در پاسخ
  کند.ابل انتظار فیزیکی را برآورده میهاي قگزارش شده در این مرتبه متفاوت است اما سازگاري

  انرژي کازیمیر، بازبهنجارش، شرط مرزي، منظم سازي :واژگاندیکل

  

  مقدمه
ر عنوان یک اثسال پیش انرژي کازیمیر به 60بیش از    

 2توسط کازیمیر  1خلأماکروسکوپیک ناشی از قطبش 
کازیمیر براي مدتی ناشناخته  ۀ]. مقال1[ مطرح گردید

باقی ماند، تا اینکه اولین تلاش براي مشاهدة این پدیده 
ي ]. 2[ انجام گرفت 1958در سال   3توسط اسپارنا

                                                        
 مسئول ةسندینو: sbu.ac.ir@valuyan-m  

1 Vacuum polarization 
2 H.B.G. Casimir 
3 M.J. Sparnaay 

سط اسپارناي هرچند دقت آزمایش صورت گرفته تو
هاي دیگري پس از او و گیري، اما اندازهبسیار بالا نبود

با برطرف نمودن نقایص آزمایش اسپارناي انجام شد، 
بینی کازیمیر صحه گذاشتند.  که بر درستی پیش

لاف بین دو دانیم انرژي کازیمیر از اختطور که میهمان
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 2در صورت حضور شرط مرزي غیر بدیهی 1انرژي خلأ
ان توشود. اثر کازیمیر را میو عدم حضور آن حاصل می

ر هاي غیترین تجلیات ویژگیعنوان یکی از جالببه
برشمرد  3میدان کوآنتومی ۀدر نظری خلأبدیهی حالت 

ایط توسط شر خلأکه در واقع ناشی از تغییر دو قطبش 
اي عبارت دیگر، این اثر نتیجهمرزي یا هندسه است. به

با محدود  خلأاز اعوجاج و دگرش در طیف نوسانات 
 4لوژيکوانتش و یا غیر بدیهی شدن توپو شدن حجم

دانیم مجموع انرژي ناشی طور که میفضا است. همان
ااز فرکانس و   5هاي مجاز در خلأ، یک مقدار واگر

یک شرط مرزي  خلأوقتی در همین  بینهایت است.
هاي مجاز تغییر خواهند دهیم فرکانسدلخواه را قرار می

اما باز هم مجموع انرژي ناشی از کل این  ،کرد
نشان داد  1948. کازیمیر در سال تها واگراسفرکانس

ک ی) منجر بهخلأقدار واگرا (انرژي که اختلاف این دو م
 7گیري و البته متناهی، قابل اندازه6کمیت مشاهده پذیر

نام انرژي کازیمیر شهرت یافت خواهد شد که بعدها به
انرژي کازیمیر اولین بار   8]. تصحیحات تابشی5-3[

مورد  1985و همکاران ایشان در سال  9توسط برداگ
هاي بعد نیز توجه بررسی واقع گردید، و در سال

 ،]6[ این مقوله صورت پذیرفته استاي بهویژه
ط مختلف با شرای کوآنتومیهاي که براي میدانطوريهب

ي متعدد این کمیت   10مرزي گوناگون در ساختارها
ت تصحیحا ۀمحاسبه شده است. آن چیزي که در محاسب

تابشی انرژي کازیمیر اهمیت دارد، بازبهنجارش 
عنوان موجود در لاگرانژي است (به 11پارامترهاي برهنه

                                                        
1 Vacuum energy 
2 Non-trivial boundary condition 
3 Quantum field theory 
4 Topology 
5 Divergent 
6 Observable quantity 
7 Finite 
8 Radiative correction 
9 Bordag 

طور ). همان13و یا ثابت جفت شدگی 12مثال: جرم میدان
پارامترهاي  14بازبهنجارش ۀدانیم وظیفطور که میهمان

 15هاکانترترم ةبرعهد برهنه موجود در لاگرانژي معمولاً 
 ۀها هستند که در برنامشود و این کانترترمنهاده می

هاي ناشی از پارامترهاي برهنه را بازبهنجارش واگرایی
یزیکی لاگرانژي را در خود هضم کرده و پارامترهاي ف

بازبهنجارش در  ۀدهند. در اجراي برنامدست میهب
 16ادهاي فضاي آزبسیاري از مقالات گذشته از کانترترم

هاي برهنه استفاده شده است براي بازبهنجارش کمیت
 کوآنتومی]. این امر حتی در مسائلی که میدان 10-7[

 در آنها تحت اثر یک شرط مرزي بوده است، نیز انجام
اي لهئما براین است که، اگر در مس ةپذیرفته است. عقید

تحت اثر یک شرط مرزي قرار  کوآنتومیهاي میدان
یدان این ماین برنامۀ بازبهنجارش مربوط بهدارند، بنابر

اي اجرا شود که با شرط مرزي اعمال گونههنیز باید ب
شده، سازگاري مناسب را داشته باشد. در واقع انتظار 

ثرات ناشی از شرط مرزي روي تک ا که، همۀرود می
ذار ثیرگبرنامۀ بازبهنجارش تأهاي مربوط بهالمانتک

هاي عنوان یکی از المانها بهباشد. در این امر، کانترترم
، استفاده اتوانند مستثنا باشند. لذبرنامۀ بازبهنجارش نمی
در  )خلأفضاي آزاد (کانترترم از کانترترم مربوط به

بازبهنجارش، بدون در نظر گرفتن شرایط جدید  ۀبرنام
شرط مرزي و یا  (مثلاً  کوآنتومیمیدان  حاکم بر

تواند درست باشد. عدم انتخاب توپولوژي فضا) نمی
این خواهد شد که، برنامه صحیح کانترترم منجر به

درستی عمل نکرده و در نهایت براي هبازبهنجارش ب

10 Configuration 
11 Bare parameters 
12 Mass of the field 
13 Coupling constant 
14 Renormalization 
15 Counterterm 
16 Free space 
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ان مثال انرژي عنوهاي فیزیکی (بهتعدادي از کمیت
بته اعمال ]. ال11دست آید [هکازیمیر) مقادیر واگرا ب

بازبهنجارش  ۀله در برنامشرایط مرزي حاکم بر مسئ
در آن  1مکانهاي وابسته بهبدست آمدن کانترترممنجر به

خواهد شد. در تعدادي از مقالات گذشته این امر مورد 
وشه گتوجه قرار گرفته است و براي اولین بار سادات 

معرفی یک روش بازبهنجارش و همکاران وي به
، که در آن شرط مرزي حاکم بر مسئله در اندپرداخته

 3و سازگار 2صورت سیستماتیکبازبهنجارش به ۀبرنام
ي هایافتن کانترترمورود یافته و این ورود منجر به

]. 12بازبهنجارش شده است [ مکان در برنامۀوابسته به
با استفاده از این روش بازبهنجارش، تصحیحات تابشی 
انرژي کازیمیر براي میدان اسکالر با شرایط مرزي 

 ۀدر یک، دو و سه بعد فضایی بین دو صفح 4دیریکله
دست آمده در ههاي بدست آمده است و پاسخهموازي ب

زیکی بوده فی ةموارد نیز سازگار با مبانی شناخته شد ۀکلی
یح براي تصح 5یک پاسخ همگرا ۀ]. ارائ13-15است [

عد میدان اسکالر در دو بتابشی انرژي کازیمیر مربوط به
 ۀتخت و هم براي یک روی ۀفضایی، هم براي یک روی

، هاي بیشتري استهمراه با پیچیدگی خمیده، که معمولاً 
هاي روش بازبهنجارش مذکور نیز یکی دیگر از مزیت

]. در این مقاله، نیز با استفاده از روش 16،17است [
بازبهنجارش مذکور، تصحیح تابشی انرژي کازیمیر را 

بین دو  휙 میدان اسکالر تعریف شده در نظریۀ براي
نیومن) -(دیریکله 6موازي با شرط مرزي مخلوط صفحۀ

محاسبه خواهیم کرد. منظور از شرط مرزي مخلوط، 
د بای کوآنتومیشرط مرزي است که در آن تابع میدان 

روي یکی از صفحات شرط مرزي دیریکله را و روي 

                                                        
1 Position-dependent counterterms 
2 Systematic 
3 Compatible 
4 Dirichlet boundary condition 
5 Convergent 
6 Mixed boundary condition 

مقابل شرط مرزي نیومن را ارضا نماید. شایان  ۀصفح
دست آمده در این مقاله با ههاي بذکر است که پاسخ

] ذکر شده است متفاوت بوده اما با مبانی 11آنچه در [
] 11در مرجع [قابل انتظار فیزیکی کاملاً سازگار است. 

تصحیح تابشی انرژي کازیمیر براي میدان  محاسبۀ
مختلف در ابعاد  هاياسکالر محدود شده با شرط مرزي

آزاد  متر بعد فضایی با استفاده از کانتریک، دو و سه
 این محاسبه براي ابعاد یک انجام پذیرفته است. نتیجۀ

مگرا بوده است. اما پاسخ همین بعد فضایی هو سه
دست آمده است. در هواگرا بله در دوبعد فضایی مسئ

رسد کانترترم آزاد جهت بازبهنجارش نظر میقع بهوا
لاگرانژي در یک سیستم محدود شده  ۀپارامترهاي برهن
ا هواگرایی ۀحذف همغیربدیهی، قادر به با شرط مرزي

بروز واگرایی در بعضی نیست و همین امر منجر به
مانند انرژي کازیمیر) گردیده هاي فیزیکی(بهکمیت

جاي استفاده از هدر همان مسائل ب وقتی زیرااست. 
کانترترم آزاد از کانترترم سازگار با شرایط مرزي استفاده 

حل   7صورت خودسازگاربه راله تنها مسئکنیم، نهمی
ها در تمامی ابعاد فضایی اعم از ایم، بلکه پاسخکرده

بعدهاي زوج و یا غیر آن همگرا و سازگار با مبانی 
 و این همان چیزي است ،آمده استدست هفیزیکی ب

 3+1براي شرط مرزي مخلوط در نیز که در این مقاله 
  بعد انجام پذیرفته است.

موجود در فرایند محاسبات  هايجهت حذف واگرایی
يهاي منظمانرژي کازیمیر، استفاده از روش  8ساز

هاي مختلفی براي منظم ناپذیر است. روشاجتناب
سازي در طی شصت سال گذشته تاکنون معرفی شده 

، 9روش تابع زتاتوان از بعضی از آنها بهاست، که می

7  Self-consistent 
8 Regularization technique 
9 Zeta function 
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، تکنیک 2و روش بسط پراکندگی  1روش تابع گرین
نام برد و...  4سازي ابعاديو منظم 3سازي تابع قطعمنظم

با توجه  سازيهاي منظمیک از تکنیک هر]. 20-18[
معایب خود در مسائل مختلف ها و یا مزیتبه
 سازيدر این مقاله از روش منظم شوند.کارگیري میهب

اکردن جعبهکم  استفاده شده است. براي محاسبۀ  5ه
دو  انرژي کازیمیر با استفاده از این روش، معمولاً

 لأخهاي شود، و انرژيته میساختار مشابه در نظر گرف
عنوان مثال، براي شوند. بهاین دو ساختار از هم کم می

له با فاص موازي ۀانرژي کازیمیر بین دو صفح ۀمحاسب
ۀ موازي دیگر با را در بین دو صفح، آن푎صفحات 

퐿صفحات  فاصلۀ > 푎  کنیم. نام این محبوس می
نشان داده شده است،  1شکل مانند آنچه درساختار را به

را نیز  퐵گیریم. ساختار در نظر می 퐴ساختار  با عنوان
نیز دو  퐵کنیم. در ساختار معرفی می 퐴مانند ساختار به

بین دو صفحۀ موازي دیگر  푏 فاصلۀصفحۀ موازي به
퐿 فاصلۀبه > 푏 اند. محبوس شده 

  
و ساختار رسم  퐵ساختار رسم شده در سمت راست ساختار . 1شکل

دهد. در هر دو ساختار دو را نشان می 퐴شده در سمت چپ ساختار 
 .اندمحبوس شده 퐿 ۀفاصلموازي دیگر به ۀموازي در بین دو صفح ۀصفح

                                                        
1  Green's function formalism 
2 Multi-scattering expansion 
3  Cut-off regularization technique 
4 Dimensional regularization technique 

موازي  ۀانرژي کازیمیر براي دو صفح ۀحال رابط
  ]21،22[ شود:ورت زیر تعریف میصهب 푎 ۀفاصلبه

퐸 . = lim
→

lim
→

(퐸 − 퐸 ) 1                  

مربوط  أترتیب کل انرژي خلبه  퐸و   퐸که در آن 
تر براي است. در تعاریف قدیمی 퐵و  퐴ساختارهاي به

بدون  خلأانرژي کازیمیر، اختلاف انرژي  ۀمحاسب
 خلأ) از انرژي 6حضور شرط مرزي(فضاي مینکوفسکی

شود. اما در روش با حضور شرط مرزي محاسبه می
ا، فضاي مینکوفسکی با ساختاري هجعبه کردنکم
 راحتیهجایگزین شده است. ب  퐵مانند ساختار به

퐿( مناسبتوان نشان داد، که در حدهاي می →

푏 و ∞ → مانند فضاي مینکوفسکی به  퐵) ساختار ∞
ها در کردن جعبه کمکند. مزیت نسبی روش عمل می

بوده  퐵این است که، پارامترهایی که ناشی از ساختار 
مانند و در فرایند محاسبات ورود خواهند یافت به

روند حذف سازها بهعمل کرده و این منظم 7سازمنظم
فاده در است نماید. نکته دیگرها کمک شایانی میواگرایی

 در استفادهنیاز بودن آن ها، بیاز روش کم کردن جعبه
ی ها است. جهت حذف واگرایی  8از تمدید تحلیل

دانیم، تمدید تحلیلی در محاسبات طور که میهمان
انرژي کازیمیر خود موجب فراهم شدن بستري براي 

نیاز بودن روش که بی ،گرددبعضی از ابهامات می
ی تمدید تحلیلها در استفاده از تکنیک جعبه کردنکم
 افزایدها میند حذف واگراییشفافیت آن در فرایبه
ها کردن جعبهزي کمسادر حالت کلی در منظم]. 21[

5 Box subtraction scheme 
6 Minkowski space 
7 Regulator 
8 Analytic continuation 
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در یک شرایط حدي دو ساختار مشابه  خلأانرژي 
شوند. این شرایط حدي در عمل خاص از هم کم می

که در –رمییاي باشد تا، با تعریف انرژي کازگونههباید ب
صفر یک ساختار با شرایط  واقع اختلاف انرژي نقطۀ

فضاي مربوط به خلأمرزي غیربدیهی از انرژي 
م منافاتی نداشته باشد. ما اعتقاد داری-ستمینکوفسکی ا

که هرگاه بتوان چنین شرایط حدي را در اختلاف دو 
دو ساختار مشابه ایجاد کرد، مربوط به خلأانرژي 

دن کرتوان انرژي کازیمیر را با استفاده از روش کم می
 ۀها در آن ساختار پیاده سازي نمود. در مقالجعبه

صورت پذیرفته  푆و  푆] این کار براي کره 16،17[
 است و تعمیم آن براي دیگر فضاهاي خمیده و یا نا

. داشتواند ممکن باقلیدسی نیز دور از انتظار نیست و می
 صفرم و اول ۀمرتب ۀدر این مقاله نیز، جهت محاسبلذا 

ر با براي میدان اسکال از تصحیح تابشی انرژي کازیمیر
 ۀنیومن) بین دو صفح-شرط مرزي مخلوط(دیریکله

ها از روش بعد و براي حذف واگرایی 3+1 موازي در
 ۀدست آمده در مرتبههاي بایم. پاسخمذکور بهره جسته

هاي موجود در گذشته صفرم انرژي کازیمیر با جواب
ی اول تصحیح تابش ۀل داشته و براي مرتبتطابق کام

هاي پاسخاستفاده از روش مذکور موجب دستیابی به
]. در 11ت [متفاوت، امّا سازگار و فیزیکی گردیده اس

مرتبه صفرم از انرژي  محاسبۀبخش آتی، در ابتدا به
کازیمیر براي میدان اسکالر با شرط مرزي 

سوم ومن) پرداخته و در بخش نی-مخلوط(دیریکله
اول تصحیح تابشی انرژي کازیمیر براي شرط  مرتبۀ

                                                        
1 Zero point energy 
2 Summation term 

جمع بندي به 4شود. در بخشمرزي مذکور محاسبه می
  پردازیم.نتایج حاصله می

  صفر انرژي کازیمیر ۀمرتب
را براي میدان اسکالر  خلأ 1صفر ۀانرژي نقط ۀرابط   

 ۀمحدود شده با شرط مرزي مخلوط بین دو صفح
صورت هتوان ببعد می 3+1از هم در  푎 فاصلۀموازي به

  زیر نوشت:

퐸( ) = ∬ ( )
∑ 휔 2                                     

휔که در آن  = 푘 + 푘 +  푛 + + 푚 
جرم مربوط  푚بوده و  خلأهاي مجاز در انرژي فرکانس

ر، انرژي کازیمی باشد. براي محاسبۀمیدان اسکالر میبه
جهت  1ۀکارگیري تعریف ارائه شده در رابطهقبل از ب

–ایبل ۀها، از رابطکردن جعبهش کمانجام رساندن روبه
موجود در  2فرم ذیل براي تبدیل عبارت جمعپلانا به

  ]:23کنیم [انتگرال استفاده میبه 2ۀمعادل

∑ ℱ 푛 + = ∫ ℱ(푥)푑푥 −

푖 ∫ ℱ( ) ℱ( )푑푡 3                                                  

اولین جمله در سمت راست تساوي فوق معمولاً داراي 
شود و نامیده می 3انتگرالی ۀمقداري واگراست و جمل

 ۀآخرین جمله در سمت راست تساوي فوق جمل
ت شود که معمولاً داراي مقداري گفته می  4برنچکا

و همچنین  2و  1است. اکنون با استفاده از روابط متناهی
 خلأ هايتوان اختلاف انرژيفوق، می ۀبا استفاده از رابط

  صورت زیر نوشت:هرا ب 퐵و  퐴دو ساختار 

3 Integral term 
4 Branch-cut term 
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퐸( ) − 퐸( ) = ∫ 푘푑푘 ∫ (푘 + 휉 +

푚 ) 푑휉 + ∫ 푑휂√ +

∫ 푘푑푘 ∫ (푘 + 휉 +푚 ) 푑휉 +

∫ ( ) 푑휂√ − {푎 →

푏} 4                                                          

 ۀجملات اول هر کروشه در عبارت فوق، که همان جمل
توان پلانا هستند، واگرا بوده و می-ایبل ۀانتگرالی رابط

 مقادیر متناهی از ۀازاي کلینشان داد که این واگرایی به
퐿 ،푎 ،푏  و푚 صورت زیر حذف خواهند شد:هب  

푎 + 2 − 푏 +

2 ∫ 푘푑푘 ∫ (푘 + 휉 +푚 ) 푑휉 =
0 5                                                         

همان جملات  4ۀتنها جملات باقیمانده از رابط
  ]14پلانا است و داریم: [-برنچکات ایبل

퐸( ) − 퐸( ) =

∫ 푑휂 ∫ 푘d푘 +
( )∫ 푑휂 ∫ 푘d푘 ( ) −

{푎 → 푏} 6   

ه طبق تعریف ارائانرژي کازیمیر،  ۀدر گام آخر از محاسب
퐿حد  ۀمحاسب، به1شده در رابطۀ → 푏و  ∞ → ∞ 

ر ه دجملاتی ک ۀتوان نشان داد که کلییپردازیم. ممی
و  A2 ،퐵1هاي نوشته شده و مربوط به ناحیه 6ۀرابط
퐵2 رم صف ۀهستند، در این حد صفر خواهند شد و مرتب

دو  دار بینمیدان اسکالر جرماز انرژي کازیمیر مربوط به

                                                        
1 Modified Bessel function 
2 Massless limit 

) نیومن-(دیریکلهط مرزي مخلوط موازي با شر ۀصفح
  آید: دست میهصورت زیر ببه

퐸 .
( ) =

∑ ( ) ( ) 7                            

퐾که در آن  (훼) شده است. معمولاً  1تابع بسل اصلاح
انرژي کازیمیر، بررسی حد بدون در مباحث مربوط به

م نمیدان و حد میدان با جرم  2جر از   3هاي سنگی
هاي براي میدان 7ۀهاي مورد توجه است. معادلمقوله

푚بدون جرم( → هاي بسیار بزرگ ) و میدانی با جرم0
)푚 ≫   ]14-17عبارات زیر منتهی خواهد شد: [) به1

퐸Cas.
( ) ⟶

                            as         푚 → 0;

푒              as        푚푎 ≫ 1.
8      

  
푚 هايجرم ازايدر این نمودار میزان انرژي کازیمیر به .2شکل =

{1; 0.5; 0.1; نزدیک ) رسم شده است. 푎( دو صفحۀ ۀبرحسب فاصل {0
نمودار انرژي کازیمیر مربوط دار بهمیدان جرمشدن نمودار انرژي مربوط به

 میدان بدون جرم در روند کاهش جرم مشهود است.به

دست آمده براي این مرتبه از هتوضیح اینکه مقادیر ب
انرژي کازیمیر با آنچه در مقالات گذشته در این 

]. 11[ خصوص گزارش شده است، تطابق کامل دارد
انرژي کازیمیر را براي ، مقادیر مربوط به2در شکل

3 Large mass limit 
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-دار با شرط مرزي مخلوط(دیریکلهمیدان اسکالر جرم
هاي مختلف رسم از جرم نزولی ۀنیومن) براي یک دست

دهد که ایم. روند نمودارهاي رسم شده نشان میکرده
شود، نمودارِ مربوط هر چه اندازة جرم کوچکتر می

 ژيِ نمودارِ انردار، بهنرژي کازیمیرِ میدانِ جرما رابطۀبه
شود. در واقع ر میتمیدانِ بدون جرم نزدیکمربوط به

دست آمده را با هبهاي این امر، سازگاري مناسب پاسخ
  نماید.مبانی قابل انتظار فیزیکی تأیید می

  تصحیح تابشی انرژي کازیمیر
دار گوردون براي میدان اسکالر جرم-لاگرانژي کلاین   

پس از اجراي برنامه   휆휙تراکنشی  ۀبا جمل
  باشد:صورت زیر میهبازبهنجارش ب

ℒ = 휕 휙 − 푚 휙 −
!
휙 +

훿 휕 휙 − 훿 휙 −

!
휙 9                                                              

پارامترهاي فیزیکی جرم و ثابت   λو   푚که در آن 
ترتیب به  훿و   훿 ،훿شدگی هستند و جفت

اشند. بشدگی میهاي میدان، جرم و ثابت جفتکانترترم
هضم بهها موظف ترم دانیم کانترطور که میهمان

هاي ناشی از پارامترهاي برهنه در لاگرانژي و واگرایی
کی این پارامترها هستند. اما ارائه مقدار صحیح و فیزی

ها در محاسبات بازبهنجارش انتخاب این کانترترم نحوة
ها قرار گرفته است. در بسیاري از چالش نشأهمیشه م

با یک شرط مرزي محدود  کوآنتومیمسائلی که میدان 
ین ها نیز با اشود، این انتظار وجود دارد که کانترترممی

ن استفاده از شرط مرزي هماهنگ گردند. بنابرای
ۀ مسائل، بدون فضاي آزاد در همکانترترمِ مربوط به

 واند درستتم بر میدان، نمیشرایط مرزي حاکتوجه به

                                                        
1 Feynman diagram 
2 Symbollicaly 

ذف ها مسئول حاینکه کانترترمتلقی گردد. با توجه به
ناشی از پارامترهاي برهنه در لاگرانژي هاي واگرایی

 واگراها ممکن است بههستند، عدم انتخاب صحیح آن
هاي فیزیکی مرتبط با لاگرانژي در مسائل شدن کمیت

]. در این مقاله، با در نظر گرفتن این 11منجر گردد [
ایده، از یک روش سیستماتیک و البته آسان براي 

ین ست. ااده شده ابازبهنجارش پارامترهاي برهنه استف
ثیرات مرتبط با دهد تا تأروش بازبهنجارش اجازه می

ن ود یابد و البته ایشرط مرزي در کانترترم انتخابی ور
مکان نیز تیابیِ ما به کانترترم وابسته بهدسامر منجر به

 9ۀشده است. با استفاده از لاگرانژي نوشته شده در معادل
از  ر را با استفادهتوان تابع انتشاو بسط اختلالی می

 صورت زیر نوشت:به 1الگوهاي فاینمن

 

از کانترترم  2دهندة نمادیننشان که در آن  
جرم میدان است. با استفاده شرط بازبهنجارش و اعمال 

توان مقادیر زیر را براي می  휆آن تا مرتبۀ اول از 
  ها نوشت. لذا داریم:کانترترم

훿 = 0                          ⸴               훿 = 0 

11                                                              

퐺(푥⸴푥که در آن   باشد. حال ) می3تابع گرین(انتشار (
ابت تا مرتبۀ اول ث خلأتعریف رابطۀ انرژي با عنایت به

صورت زیر، و استفاده از مقدار به  휆شدگی جفت

3 The propagator 
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، داریم: 11دست آمده براي کانترترم جرم از رابطۀبه
]15-12[  

= 푖
−푖휆

8
퐺 (푥⸴푥)

−
−푖
2
훿 (푥)퐺(푥⸴푥) 푑 x

=
−휆
8

퐺 (푥⸴푥)푑 x 

12                                                           

توان براي میدان اسکالر تعریف مقدار تابع گرین را می
موازي که  ۀبین دو صفح 9ۀشده در لاگرانژي رابط

-میدان با شرط مرزي مخلوط (دیریکله ةمحدود کنند
صورت هب 1یک نیومن) است پس از انجام چرخش و

  زیر نوشت:

퐺 (푥⸴푥 )

=
1
푎

푑 k
(2휋) 푒 푒 푒

× 

[ ( ) ][ ( ) ] 13        
     

푘که در آن  = 푛 푘و  + = 휔 + 푘 +
푘  و푚  پارامترباشد. جرم میدان اسکالر می 푎   نیز

 1شکل  퐴1در ناحیه  موازي ۀبین دو صفح ۀفاصل
푑 منظور از .باشدمی k   نیز عبارت푑 k =

푑휔푑푘 푑푘   .گذاري تابع گرین در با جاياست
 휆اول  را تا مرتبۀ خلأتوان فرم انرژي ، می12رابطۀ

  صورت زیر نوشت:هب

                                                        
1 Wick's rotation 

퐸( ) = ∑ ∫ k
( ) ⸴

×⸴

∫ k
( ) ⸴

1 + 훿 =

∑ ∫ ( ) ¸
+

∑ ∫ ( ) ⸴
14                  

휔که در آن  ⸴ = 푘 +푚  دو  هر .باشدمی
فوق واگرا هستند.  ۀانتگرال موجود در کروشه در معادل

ز هایی نیاسازي و حذف چنین واگرایی، براي منظمپس
ر منظوسازي است. بدین استفاده از یک روش منظمبه

 2عقطسازي تابع ها و منظمکردن جعبهسازي کماز منظم
جوئیم. لذا حد بالاي زمان بهره میصورت همهب

 Λ مانندها را در معادلۀ فوق با یک مقدار قطع بهانتگرال
ها را محاسبه کرده و کنیم و سپس انتگرالعوض می

است در  Λها را که تابعی از مقدار قطع پاسخ انتگرال
→ Λحد  شود تا دهیم. این امر باعث میبسط می ∞ 

وضوح اي واگراکننده هر انتگرال را بههبتوان تکه
 جملات د. با تکرار کل این روند براي همۀتشخیص دا

همۀ نواحی مربوط به خلأمشابه موجود در انرژي 
اختلاف دو انرژي  توان رابطۀمی ،1تعریف شده در شکل

  صورت زیر نوشت:هرا ب خلأ

퐸( ) − 퐸( ) = ∑ Λ− 휔 ⸴ +

⸴ + ∑ Λ − 휔 ⸴ + ⸴ +

( )
∑ Λ − 휔 ⸴ + ⸴ +

∑ Λ − 휔 ⸴ + ⸴ − {푎 → 푏} 15     

توان با انتخاب مقادیر مناسب از مقدارهاي قطع می
جملات واگراي ناشی از انتگرال  ۀنشان داد که سهم کلی

در عبارات فوق یکدیگر را حذف کرده و جملات 
  باشد:صورت زیر میهباقیمانده ب

2 Cutoff regularization technique 
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퐸( ) − 퐸( ) = (∑ 휔 ⸴ ) + 1 +

∑ 휔 ⸴ +
( )

(∑ 휔 ⸴ ) +

1 + ∑ 휔 ⸴ − {푎 → 푏} 16                  

همچنان واگرا هستند  16ۀجمع موجود در رابطعبارات 
و براي اینکه بتوان آنها را منظم نمود، معمولاً بهترین 

 ۀانتگرال است. لذا با استفاده از رابطروش تبدیل آنان به
  معرفی شده است، داریم: 3پلانا که در معادلۀ-ایبل

퐸( ) − 퐸( ) =

⎣
⎢
⎢
⎡

∫ 휉 + 1푑휉
ℐ ( )

+

ℬ (푎) + 1 +

∫ (휉 + 1)푑휉 + ℬ (푎)
ℐ ( ) ⎦

⎥
⎥
⎤

+

( )

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛

∫ 휉 + 1푑휉
ℐ

+ ℬ ( )

⎠

⎟
⎞

+

1 +

⎝

⎜
⎛( )

∫ (휉 + 1)푑휉
ℐ

+ ℬ ( )

⎠

⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

−

{푎 → 푏} 17                                                     

ℬکه در آن  (푎)   وℬ (푎)  ۀمقادیر برنچکات رابط 
صورت زیر نوشته هپلانا بوده و مقادیر آنان ب-ایبل
  شود:می

ℬ (푎) =
2푎
휋

휂 − 1
푒 + 1푑휂

=
2푎
휋

(−1) 푒 휂 − 1 푑휂

=
1
푚휋

(−1) 퐾 (2푚푎푗)
푗 ⸴       

  ℬ (푎) = 0 18                                              

ℐ ۀجمل (푥)   وℐ (푥)  ۀدو جمل هر 17ۀدر رابط 
پلانا بوده و واگرا هستند، و حذف -ایبل ۀانتگرالی رابط

ها واگرایی آنها با استفاده از طرح کم کردن جعبه
ℐ پذیر است. براي جملۀراحتی امکانهب (푥) :داریم  

1 + ℐ (푎) + ℐ − {푎 →

푏} = 1 + 푎 + 2 −푏 −

2 ∫ (휉 + 1)푑휉 = 0 19                              

و پس از بسط جمله مربع در  19رابطۀبا توجه به
ℬ و با در نظر گرفتن اینکه اندازة 17رابطۀ (푎)  برابر

  صورت زیر نوشته خواهد شد:هب 17صفر است، عبارت

퐸( ) − 퐸( ) = [ℐ (푎) +
2ℐ (푎)ℬ (푎) + ℬ (푎) ] +

( ) ℐ + 2ℐ ℬ +

ℬ − {푎 → 푏} 20                            

ها در رابطه فوق نیز اول کروشه ۀروشن است که جمل
 فرایند تعریف شده درتوان با توجه بهواگراست. اما می

رت صوهها این جملات واگرا را بکردن جعبهروش کم
 ها دراول کروشه کامل حذف نمود. لذا، براي جملۀ

  داریم:  20معادلۀ

−휆퐿 푚
64휋

1
푎
ℐ (푎) +

4
퐿 − 푎

ℐ

− {푎 → 푏}

=
−휆퐿 푚

64휋
푎 + 2

퐿 − 푎
2

− 푏

− 2
퐿 − 푏

2
휉 + 1푑휉 = 0 

21  

دلیل حضور هنیز ب 20هاي معادلۀجملۀ دوم در کروشه
ℐ جملۀ (푥)  گرایی واگراست. براي حذف این وا

 سازي تابع قطعظمها، از منکردن جعبهعلاوه بر روش کم
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کنیم. بدین منظور حد بالاي انتگرال نیز استفاده می
ℐ (푎)  را با یک مقدار قطع훬 کنیم. پس از عوض می
훬انتگرال، پاسخ را در حد  ۀمحاسب →  بسط  ∞

 توان با تکرار این امر براي کلیۀخواهیم داد. اکنون می
، بخش 20هاي معادلۀجملات مشابه دیگر در کروشه

اسب تخاب منشفاف پیدا کرد. انصورت هواگراکننده را ب
ملات کند تا سهم واگرا را از جاز مقادیر قطع کمک می

هاي دوم کروشه بسط حذف کرده و آنچه از جملۀ
 :1باشدفرم زیر میماند بهباقی می 20معادلۀ

−휆퐿 푚
64휋 훬 +

1 + 2 ln 2
2 + ln훬

+ 풪(훬 ) ℬ (푎)

+ 2 훬′ +
1 + 2 ln 2

2 + ln훬′

+ 풪(훬′ ) ℬ

− {푎 → 푏}

=
−휆퐿 푚
128휋

(1

+ 2 ln 2) ℬ (푎) + 2ℬ
− {푎 → 푏} . 

22  

باقی  20در معادلۀ خلأهاي لذا آنچه از اختلاف انرژي
  صورت زیر است:هماند بمی

                                                        
اي مانند نتخاب مناسب، در نظر گرفتن رابطهمنظور از این ا  1

= ( )
( )

براي  = و رابطۀ 
یچ طعاً هکنند که قطع است. این مقادیر قطع تضمین میمقادیر ق

ي آزاد باقی نماند. توضیح اینکه درجۀ 22جملۀ واگرایی در رابطۀ

퐸( ) − 퐸( )

=
−휆퐿 푚
64휋 푎

푎(1 + 2 ln 2)
2휋

ℬ (푎) +ℬ (푎)

+
−휆퐿 푚

16휋 (퐿 − 푎)
(퐿 − 푎)(1 + 2 ln 2)

4휋
ℬ

+ℬ − {푎 → 푏} 

23  

کازیمیر لازم است، آخرین دست آوردن انرژي هبراي ب
اجرا شود. بدین  1ۀگام از تعریف ارائه شده در معادل

푏حدهاي  ۀمحاسبمنظور به → 퐿و   ∞ → ∞ 
تصحیح تابشی انرژي کازیمیر براي  ۀپردازیم. رابطمی

دار محدود شده بین دو صفحۀ موازي میدان اسکالر جرم
از یکدیگر با شرط مرزي مخلوط   푎 با فاصلۀ
  دست خواهد آمد:هصورت زیر بهنیومن) ب-(دیریکله

퐸Cas.
( ) =

−휆퐿 푚
64휋

(1 + 2 ln 2)
2 ℬ (푎)

+
휋
푎 ℬ

(푎) . 

24  

 ۀبراي میدان بدون جرم و میدان با جرم سنگین رابط
ر فرم زیدست آمده در رابطۀ فوق بههانرژي کازیمیر ب

  شود:تبدیل می

퐸Cas.
( ) →

⎩
⎨

⎧ ⸴                                                 푚 = 0;
 

(1 + 2 ln 2) 푒  ⸴  푚 ≫ 1.
25   

و   Λ   ،Λ  ، Λکافی براي انتخاب مناسب مقادیر قطع 
Λ توان گفت عملاً این درجات آزادي، از نوع وجود دارد و می

ساختارهاي انتخاب شده در روش کم  کار گرفته شده وهتکنیک ب
  ها حاصل شده است.کردن جعبه
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در این نمودار، میزان انرژي کازیمیر براي میدان اسکالر بین  .3شکل
له حسب فاصنیومن) بر-رط مرزي مخلوط(دیریکلهموازي با ش ۀدو صفح

دهد که با کاهش ست. این نمودار نشان میرسم شده ا (푎)صفحات 
نمودار سرعت بهجرم، نمودار انرژي براي میدان اسکالر جرمدار به ةانداز

ر اي دشود و تفاوت قابل ملاحظهانرژي براي میدان بدون جرم نزدیک می
  شود.مشاهده نمی 0.01هاي کمتر از جرم

 ]11دست آمده با آنچه در [ههاي بتوضیح اینکه پاسخ
توان این تفاوت را می گزارش شده متفاوت بوده و ریشۀ

در انتخاب نوع بازبهنجارش جستجو نمود. البته پاسخ 
طور دست آمده با مبانی فیزیکی سازگار است و همانهب

آید، انجام فرایند محاسبه که از روند محاسبات برمی
بدون هیچگونه ابهام و یا پیچیدگی خاصی صورت 

 رژي، تصحیح تابشی ان3نمودار شکلپذیرفته است. در 
ازاي به  푎صفحات  کازیمیر برحسب تابعی از فاصلۀ

روند  چند جرم مختلف میدان رسم شده است.
یزان دهد که با کاهش منمودارهاي رسم شده نشان می
نمودار دار بهمیدان جرمجرم، نمودار انرژي مربوط به

شود، که میدان بدون جرم نزدیک میانرژي مربوط به
سازگار است. در نمودار این امر با انتظارات فیزیکی 

صفرم و اول تصحیح تابشی انرژي  ، مرتبۀ4شکل
دار در کنار هم کازیمیر را براي میدان بدون جرم و جرم

ازاي مقدار دهد بهایم. این نمودار نشان میرسم نموده
휆 شدگیثابت جفت = ، میزان انرژي کازیمیر در 0.1

تصحیح تابشی تقریباً هزار برابر کوچکتر از  اول ۀمرتب
  صفرم است. ۀاین انرژي در مرتب

  
 صفرم و اول ۀدر این نمودار میزان چگالی انرژي کازیمیر در مرتب .4شکل

푚 ازاء جرمتصحیح تابشی به = {1;  (푎)صفحات  ۀبرحسب فاصل {0
ح اول تصحی ۀدهد که مرتبراحتی نشان میهرسم شده است. این نمودار ب

تابشی انرژي کازیمیر براي میدان اسکالر محدود شده با شرط مرزي 
آن حدوداً هزار برابر کوچکتر از  ط داراي مقدار منفی بوده و اندازةمخلو
휆صفرم است. مقدار ثابت جفت شدگی در نمودارها برابر  ۀمرتب = 0.1 

  در نظر گرفته شده است.

  
ول چگالی انرژي کازیمیر صفرم و اهاي در این نمودار مرتبه .5شکل

 موازي با فاصلۀ دان اسکالر محدود شده بین دو صفحۀمیمربوط به
نیومن) و -خلوط(دیریکلهبا شرط مرزي دیریکله، نیومن، م 푎صفحات 

این رسم شده است. با توجه به (푎)صفحات  نوسانی برحسب فاصلۀ
براي شروط مرزي هاي آن را توان علامت انرژي و اندازهنمودار می

ثابت  در کنار هم مقایسه نمود. در کلیۀ این نمودارها، اندازة مختلف
휆ترتیب شدگی و جرم میدان بهجفت = 푚و  0.1 = در نظر گرفته  1

  شده است.

دانیم، بین روابط انرژي کازمیر براي طور که میهمان
بعد با  3+1موازي در  ۀمیدان اسکالر بین دو صفح
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شکل له، نیومن و نوسانی روابطی بهشرایط مرزي دیریک
 زیر برقرار است:

퐸풫(푎) = 2퐸풟 ⸴           퐸풩(푎)        26
= 퐸풟(푎) 

  
توضیح اینکه انرژي کازمیر براي میدان اسکالر با شرط 

] و 11مرزي دیریکله در گذشته محاسبه شده است [
کند تا بتوان انرژي کازیمیر را براي این روابط کمک می

انی از روي روابط انرژي نیومن و نوسشرط مرزي 
بازنویسی نمائیم. در شرط مرزي دیریکله مربوط به

، چگالی انرژي کازیمیر را براي چهار 5نمودار شکل
–کله، نیومن، مخلوط آنان (دیریکلهشرط مرزي دیری

ایم. این نیومن) و نوسانی در کنار هم رسم کرده
همچنین  ها وکنند تا علامت انرژينمودارها کمک می

طور که بزرگی آنها در کنار هم دیده شوند. همان ۀمرتب
مشخص است علامت این انرژي براي شرط مرزي 

براي  و صفرم مثبت ۀنیومن) در مرتب-مخلوط(دیریکله
  باشد.دیگر شرایط مرزي منفی می

  گیريحث و نتیجهب

 صفرم و اول تصحیح ۀمرتب ۀمحاسبدر این مقاله، به   
بین دو صفحه   휙تابشی انرژي کازمیر براي نظریه 

-بعد با شرط مرزي مخلوط (دیریکله 3+1موازي در 
نیومن) پرداخته شده است. دو نکته در انجام این 
محاسبات بسیار حائز اهمیت است. یکی اینکه، براي 
بازبهنجارش پارامترهاي برهنه در این محاسبات از یک 

ایم که در آن تمامی ماتیک بهره جستهروش سیست
هاي موجود در پروسه بازبهنجارش سازگار با المان

له هستند. این امر موجب مرزي حاکم بر مسئشرط 
از  مکان شده است. استفادههاي وابسته بهظهور کانترترم

ها، از دیگر نکات حائز سازي کم کردن جعبهروش منظم
اهمیت در محاسبات صورت گرفته در این مقاله 

 در عدم ،سازيباشد. مزیت و برتري این روش منظممی
ها در استفاده از تمدید تحلیلی و سادگی حذف واگرایی

با آنچه دست آمده ههاي بانجام آن است. پاسخ ۀپروس
حیح اول تص در گذشته در خصوص این مسئله در مرتبۀ

 ده، متفاوت است. اینتابشی انرژي کازیمیر گزارش ش
بازبهنجارش  توان در انتخاب برنامۀتفاوت را می

انرژي  رد. در این مقاله همچنین، مقادیرجستجو ک
شرایط مرزي دیریکله، نیومن، ازیمیر مربوط بهک

ه مقایسنیومن) و نوسانی در کنار هم -مخلوط(دیریکله
، مقادیر مربوط که دهدنشان می مقایسهاین  اند.شده

 ۀصحیح تابشی براي کلیاول ت ها در مرتبۀاین انرژيبه
 منفی است و اندازة آنها نیز از اندازة مرتبۀشرایط مرزي، 

دست همقادیر ب ه کوچکتر است. البته کلیۀصفرم مربوط
اول تصحیح تابشی با آنچه در گذشته در  مرتبۀ آمده در

 که علت ،دارد تفاوتاست، این خصوص گزارش شده 
 فادهاستبازبهنجارش  ۀبرنامرا باید این تفاوت  اصلی
  .دانستشده 
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