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Abstract 
The spin-1/2 Heisenberg chain is considered with hexamer modulation of exchange on the bonds. 

From the point of view of the entanglement entropy, the zero-temperature response of the system 

to a uniform magnetic field has been studied. Calculations are performed using the numerical 

Lanczos method on the finite chains. The ground state phase diagram consists of the three gapless 

Luttinger Liquid phases, two gapped plateau phases, a spin-singlet phase, and a saturated 

ferromagnetic phase. Previous reviews have shown that in the presence of the modulated 

exchange, two plateaus are seen at the magnetization process equal to 1/3 and 2/3 of the saturation 

value. In this paper, the numerical Lanczos calculations are presented on the entanglement entropy 

and the entanglement spectrum in gapped phases. Numerical results show that the entanglement 

entropy is four times degenerate in the spin-singlet and is two times degenerate in the gapped 

plateau phases. 
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  دهیچک
تایی روي باندها، در نظر گرفته شده است. پاسخ دماي صفر شش ةکنش تبادلی مدوله شدبا برهم 2/1-هایزنبرگ اسپین ةزنجیر

مورد مطالعه قرار گرفته است. محاسبات با استفاده از  تنیدگیدرهمسیستم به میدان مغناطیسی یکنواخت، از نقطه نظر آنتروپی 
شامل سه فاز سیال لاتینجر بدون  ۀ سیستمهاي متناهی انجام شده است. نمودار فاز حالت پایروش عددي لنکشوز روي زنجیره

شان داده اند که در است. مطالعات قبلی نیک فاز فرومغناطیس اشباع یک فاز تک گانه اسپینی و  اي،دار پلهگاف، دو فاز گاف
شود. در مقدار اشباع دیده می 3/2و  3/1ستم دو پله در مقادیر فوق، در فرآیند مغناطش سی ةکنش تبادلی مدوله شدحضور برهم

ارائه شده  ي گاف دار سیستم فوقدر فازها تنیدگیدرهمو طیف  تنیدگیدرهماین مقاله، محاسبات عددي لنکشوز روي آنتروپی 
اي، دار پلهگاف ی تبهگنی مرتبه چهار و در فازهايدر فاز تک گانه اسپین تنیدگیدرهمدهد که طیف ددي نشان میاست. نتایج ع

  تبهگنی مرتبه دو دارد.
  ، تبهگنیتنیدگیدرهم، طیف تنیدگیدرهم، آنتروپی 2/1-زنجیره اسپین  :واژگاندیکل

  مقدمه
گذارهاي فاز و فازهاي توپولوژیک در فیزیک ماده    

خود را به ايهاي گذشته توجه گستردهچگال طی سال
]. در واقع، در اثر افت و خیزهاي 3-1جلب کرده است [

دهد که ، گذار فاز در دماي صفر نیز روي میکوآنتومی
شکست  ۀنامیده شده است. نظری کوآنتومیگذار فار 

دلیل توانایی در شناخت و توصیف گذار تقارن لاندائو به
گذار فاز تبدیل  ۀاي اساسی در مطالعفازها، به نظریه

لاندائو شناسایی فازهاي  ۀشده است. بر طبق نظری

                                                        
 مسئول سندهینو: @gmail.com649javadhasanzadeh   

 

ي نظم موضعی و پارامترها وسیلۀهمختلف ماده ب
  شود. خودي درك میشکست تقارن خود به

در سه دهه اخیر مشخص شده که گذارهاي فاز 
دهند که ماوراي مختلفی در طبیعت روي می کوآنتومی

شکست تقارن لاندائو قرار دارند. براي مثال  ۀنظری
]. در اصل 6-4نام برد [ کوآنتومیتوان از اثر هال می

دلیل عدم وجود پارامتر شکست تقارن لاندائو به ۀنظری
تقارن یکسان بین فازها قادر به توصیف این پدیده  نظم و
نوع جدیدي از نظم  کوآنتومی. در واقع، اثر هال نیست

شود. عنوان نظم توپولوژیک شناخته میرا دارد که به

mailto:@gmail.com649javadhasanzadeh
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است که با شکست  کوآنتومینظم توپولوژیک نظمی 
تقارن همراه نیست و در نتیجه با پارامتر نظم موضعی 

  قابل تشخیص نیست.
هاي معروف فاز توپولوژیک ز هالدین یکی از نمونهفا

]. براساس حدس 7هاي اسپینی است [در زنجیره
هاي اسپینی پادفرومغناطیس هایزنبرگ هالدین، زنجیره

با اسپین صحیح داراي گاف انرژي هستند و تابع 
نمایی با افزایش صورت همبستگی اسپینی در آنها به

بد. علاوه بر این، در فاز یاها کاهش میفاصله بین اسپین
و دوران  2، وارونی زمان1هاي وارونی فضاهالدین تقارن

 8-10شوند [حول دو محور حفظ می .[  
 کوآنتومی تنیدگیدرهمهاي اخیر استفاده از در سال

براي تشخیص خصوصیات توپولوژیکی مورد توجه 
هاي قرار گرفته است. علاوه بر این، از میان کمیت

، علاقه کوآنتومی تنیدگیدرهمگیري مختلف براي اندازه
بسیار افزایش یافته  تنیدگیدرهمبه استفاده از آنتروپی 

به دو  کوآنتومی]. با تقسیم یک سیستم 11و12است [
عنوان آنتروپی به تنیدگیدرهم زیر سیستم، آنتروپی

نیومن از ماتریس چگالی کاهش یافته هر یک از -فون
شود. در واقع طیف دو زیر سیستم تعریف می

از ویژه مقادیر ماتریس چگالی کاهش  تنیدگیدرهم
گرفتن از یک زیر سیستم، دانشی کلیدي  3یافته تحت رد

  دهد.در مورد فازهاي توپولوژیک ارائه می
هاي اسپینی کاندیداي بسیار خوبی براي مطالعه زنجیره

]. 15-13باشند [میدماي صفر فازهاي توپولوژیک 
متناوب هایزنبرگ  ةزنجیر یکعنوان نمونه، با تقسیم به

پادفرومغناطیس به دو -فرومغناطیس 2/1-اسپین
نشان عددي طیف برانگیختگی،  ۀزیرسیستم و محاسب

فازهاي بدیهی و داده شده که دو فاز تحت عنوان 
]. علاوه 16محفوظ در حالت پایه وجود دارد [-تقارن

                                                        
1 Space inversion 
2 Time reversal 
3 Trace  

بر این با کاربرد الگوریتم گروه بازبهنجارش ماتریس 
یک ارتباط بین گاف اشمیت  4چگالی وابسته به زمان

مقادیر عنوان مثال تفاوت بین دو تا بزرگترین ویژه(به
ماتریس چگالی) و پارامترهاي نظم گزارش شده است 

]17  .[  
نش کمبا بره 2/1-اسپینمدل زنجیره  در این مقاله،

تایی در حضور میدان مغناطیسی شش ةتبادله مدوله شد
با استفاده از ]. 18گیرد [خارجی مورد مطالعه قرار می

هایی با تعداد روش لنکشوز، حالت پایه براي زنجیره
کنیم. سپس با را محاسبه می N=12,18,24 ذرات

)، آنتروپی 1تقسیم زنجیره به دو زیر سیستم (شکل
هایی زیرسیستم براي تنیدگیدرهمو طیف  تنیدگیدرهم

به تعداد 
2

N ) ذرهN ها) محاسبه شده تعداد کل اسپین
  و مورد تحلیل قرارگرفته است.

  
به دو  2/1-اسپینة تصویر شماتیک از تقسیم یک سیستم زنجیر .1شکل

  .زیرسیستم

  توصیف مدل
در حضور  2/1-اي شامل ذرات با اسپینزنجیره   

گیریم. شرایط میدان مغناطیسی خارجی در نظر می
ن مدل کار برده شده است. هامیلتونی ایاي بهمرزي دوره

  شود:صورت زیر تعریف میبه
N/2 N/2

2n 2n+1 2n-1 2nAF
n=1 n=1

N/2 z z
2n-1 2n

n=1

H =J . + J (n) .

-h ( + ) (1)

S S S S

S S

 



   

   

  

4 Time-dependent density matrix 
renormalization group  
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ام از nدر سایت  2/1-عملگر اسپین nSدر رابطه بالا
J فوق است وة زنجیر < Jو  0 > ترتیب به 0
کنش تبادلی فرومغناطیس و پادفرومغناطیس را برهم

 AFJمیدان مغناطیسی خارجی و  hکنند. توصیف می
شده فضایی را  ثابت تبادلی پادفرومغناطیسی مدوله

  دهد. نشان می
دو نوع مدولاسیون تبادلی پادفرومغناطیسی مطابق با 

گیریم. الگوي نوع تایی را در نظر میسلول واحد شش
  اول:

0
AF AF

2π
J (n) = J (1+ δ cos ( n)), (2)

3
  

  و الگوي نوع دوم: 
0

AF AF
2δ 2π

J (n) = J (1- sin ( n)), (3)
33

  

  اند. نشان داده شده b2و  a2طور شماتیک در شکل که به

  

  
تایی تصویر شماتیک از یک زنجیره اسپینی با مدولاسیون شش .2شکل

  دهد.الگو نوع دوم را نشان می :bالگو نوع اول و : aتبادلی اسپین 
  

ها در باندهاي زوج و فرد کنش تبادلی بین اسپینبرهم
 کنش تبادلیبا هم متفاوت است و همچنین برهم
کنش تبادلی فرومغناطیس و پادفرومغناطیس از برهم

پادفرومغناطیس مدوله شده فضایی کمتر است (
0
AFJ = J( باید توجه داشت در .δ = Jو  0 > 0 

-اسپینمتناوب  هامیلتونی مدل، به هامیلتونی زنجیره
Jپادفرومغناطیس و در مورد -پادفرومغناطیس 2/1 < 0 

-به هامیلتونی زنجیره اسپینی فرومغناطیس

میدان مغناطیسی طولی  کپادفرومغناطیس در حضور ی
  شود.یکنواخت تبدیل می

  

  نتایج عددي
در این بخش، با استفاده از روش لنکشوز، آنتروپی    

را در حضور میدان  تنیدگیدرهمو طیف  تنیدگیدرهم
آوریم. روش لنکشوز یک روش دست میهمغناطیسی ب

مقادیر دست آوردن ویژههثر و دقیق براي بؤم
ذکر است که هاي پراکنده بزرگ است. لازم بهماتریس

اي در نظر گرفته شده است. ما حالت شرایط مرزي دوره
هایی متناهی شامل سیستم را براي زنجیره ۀپای

N=12,18,24 کنیم. مطالعات خود را با در محاسبه می
ترتیب در الگوي نوع اول و دوم نظرگرفتن روابط زیر به

  کنیم.شروع می
0
AF

0
AF

(I) J = , δ = , J = 1,

(II) J = 6 , δ = , J 1. (4)

19 2
3 19

1
6 

  

  
 دقیقاً نقاط بحرانیمطالعه و بررسی گاف انرژي با 

دست هصورت زیر ببه (I) الگويبراي  18همانند مرجع
  آید:می

1
H = 5.61± 0.01,c  

2
H = 5.75 ± 0.01,c  

3
H = 6.40 ±0.01,c  

4
H = 6.59 ± 0.01,c  

5
H = 7.61±0.01,c

  

6
H = 7.66 ±0.01. (5)c  

صورت زیر نوشته به (II) الگويو نقاط بحرانی براي 
  شود:می

1
H = 4.87 ±0.01,c  

2
H = 4.92 ±0.01,c  

3
H = 6.27 ±0.01,c  

4
H = 6.33 ±0.01,c  

5
H = 7.60 ± 0.01,c  

6
H = 7.61±0.01. (6)c  
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فاز  7از  (II)و  (I)نمودارهاي فاز براي هر دو حالت 
ترتیب نشان به b3و a3در شکل تشکیل شده است که

  اند:داده شده
) فاز تک گانه اسپینی در ناحیه 1

1
H <Hc،  

) اولین فاز سیال لاتینجر در ناحیه 2
1 2

H < H < Hc c،  
اي در ناحیه ) اولین فاز گاف دار پله3

2 3
H < H < Hc c،  

) دومین فاز سیال لاتینجر در ناحیه 4
3 4

H < H < Hc c،  
اي در ناحیه دومین فاز گاف دار پله) 5

54
H < H < Hc c،  

) سومین فاز سیال لاتینجر در ناحیه6
5 6

H < H < Hc c،  
) فاز فرومغناطیسی اشباع در ناحیه 7

6
H > Hc.  

  

  
 زنجیره براي مغناطیسی میدان از عنوان تابعیگاف انرژي به .3شکل

Nهاي طول با تاییشش تناوب با هایزنبرگ =12,18,      و 24
a(0(مختلف،شدگی جفتپارامترهاي 

AF
19 2,δ = ,J = 13 19J =

 ،)b( 0
AF

1J = 6 , δ = , J = 16 ]18[.  
  
  
  

  تنیدگیدرهمآنتروپی 
است که  کوآنتومیکاملاً  ةیک پدید تنیدگیدرهم   

عنوان یکی از مهمترین معادلی در کلاسیک ندارد. به
و شناخته شده  کوآنتومیاطلاعات  ۀها در نظریکمیت

خصوص، نقشی اساسی در فیزیک ماده چگال دارد. به
ثرترین ؤعنوان یکی از مبه تنیدگیدرهمآنتروپی 

توپولوژیک در  کوآنتومیفازهاي  ۀها براي مطالعکمیت
بعد معرفی شده است. در این چگال کم هاي مادةسیستم

روش باید سیستم اصلی را به دو بخش (زیر سیستم 
اطلاعات کامل در مورد ) تقسیم کرد. Bو  Aهاي 
بین دو زیرسیستم توسط ماتریس چگالی  تنیدگیدرهم

صورت زیر به تنیدگیدرهمآنتروپی  شود.بیان می
  شود:تعریف می

B BA A
vNE = - Tr (ρ log ρ ) = - Tr(ρ log ρ ),  (7)  

  
0که  0ρ = Ψ Ψ  حالت پایه سیستم ماتریس چگالی

BAρاست و اسپینی  ةزنجیر = Tr (ρ)  ماتریس
  باشد.  می Aیرسیستم ۀ زچگالی کاهش یافت

 ةما سیستم زنجیر تنیدگیدرهم آنتروپیبراي محاسبۀ 
تقسیم  Bو  Aمدول شده را به دو زیر سیستم یکسان 

را محاسبه کردیم.  تنیدگیدرهمکرده و سپس آنتروپی 
کند توصیف می تنیدگیدرهمدر واقع کمیت آنتروپی 

 Bو  Aکه سیستم چه مقدار بین دو زیرسیستم 
  را نگاه کنید).  1 شکلتنیده است (لطفاًدرهم

حسب میدان بر تنیدگیدرهمآنتروپی  4در شکل
 ی خارجی رسم شده است. نتایج برايمغناطیس

هاي کنشذره و برهم N=12,24هاي شامل هزنجیر
 b4در  )II(و الگوي  a4در  )I(تبادلی مختلف (الگوي 

  اند.  ارائه شده
شود در غیاب مشاهده می a4طور که در شکلهمان

Hمیدان مغناطیسی،  =  هازیرسیستم تنیدگیدرهم، 0
بسیار ناچیز است. در حضور میدان مغناطیسی و در 
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ها زیر سیستم تنیدگیدرهمفاز تک گانه اسپینی،  ۀناحی
محض اینکه میدان ماند. بههمچنان ناچیز باقی می

کند، آنتروپی عبور میمغناطیسی از اولین مقدار بحرانی 
از حداکثر  نیز افزایش پیدا کرده و با عبور تنیدگیدرهم

کاهشی تا  کند. روندمقدار خود شروع به کاهش می
بحرانی  ۀدومین نقط

2
Hc سیستم به  که محل ورود

در فاز کند. می ادامه پیدا اي استدار پلهاولین فاز گاف
گاف دار پله اول، 

2 3
H < H < Hc c ،ها زیرسیستم

   .تنیده هستنددرهم

  

  
زنجیره اسپینی با  Bو  Aبین زیرسیستم  تنیدگیدرهمآنتروپی  .4شکل
 :aشامل  Aکنش تبادلی مختلف. زیرسیستم و برهم N=12,24طول 
0کنش تبادلیبرهم

AF
19 2J = , δ = , J = 13 کنش برهم :bو  19

0تبادلی 
AF

1J = 6 , δ = , J = 16.  
  

                                                        
1 Li 

باید توجه داشت که در فاز دوم سیال لاتینجر، یعنی در 
 ۀناحی

3 4
H < H < Hc cدر  رفتار تنیدگی، آنتروپی درهم

طور که در فاز فرومغناطیسی اشباع، پایان، همان

6
H > Hcبین  تنیدگیدرهمشود هیچ بینی می، پیش
  شود. دیده نمی Bو Aهاي زیرسیستم

تا  a4وضوح رفتار مشابهی مانند شکلبه b4در شکل
شود. با افزایش میدان اولین نقطه بحرانی مشاهده می

نیز روند افزایشی را  تنیدگیدرهممغناطیسی، آنتروپی 
به حداکثر مقدار خود در نقطه بحرانی کند و طی می

دوم،
2

Hcرسد. در فاز گاف دار پله اول، ، می

2 3
H < H < Hc c همچنان  تنیدگیدرهم، آنتروپی

ها ماند که مستقل از تعداد ذرات اسپینثابت باقی می
بیشترین مقدار خود  تنیدگیدرهماست و در این حالت 

کند و را دارد و سپس روند کاهشی سریعی را طی می
بحرانی، ۀدر نقط

4
Hcدومین فاز  شود. در، متوقف می

 اي، یعنی در ناحیۀگاف دار پله
54

H < H < Hc c ،
بسیار ناچیز است. باید  تنیدگیدرهممقدار آنتروپی 

توجه داشت در فاز سوم سیال لاتینجر، مقدار آنتروپی 
در فاز  رسد. نهایتاًکاملاً به مقدار صفر می تنیدگیدرهم

فرومغناطیس اشباع،
6

H > Hc تنیدگیدرهم، هیچ 
  شود.مشاهده نمی

  
  تنیدگیدرهمطیف 

] 19پیشنهاد کردند [ 2و هالدین 1لی 2008در سال    
یک کمیت مناسب براي توصیف فازهاي توپولوژیک 

محفوظ و فازهاي با نظم توپولوژیک طیف -تقارن
است. در واقع در فازهاي توپولوژیک  تنیدگیدرهم
 کوتاه برد و در دیگري تنیدگیدرهممحفوظ -تقارن

  باشد.  بلندبرد می

2 Haldane  
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را  تنیدگیدرهمدر این بخش ما نتایج عددي طیف 
، براي تنیدگیدرهمکنیم. همانند آنتروپی گزارش می

ما نیاز به ماتریس  تنیدگیدرهمدست آوردن طیف هب
عنوان داریم که به Aچگالی کاهش یافته زیر سیستم 

Aρ هاي حالتمقادیر و ویژهشناخته شده است. ویژه
زیر ماتریس چگالی کاهش یافته توسط معادلات 

  شود:تعریف می
n n nA A Aρ α = R α , (8)  
n n nB B Bρ α = R α , (9)  

nو  nRکه  A(B)α بردارهاي مقادیر و ویژهویژه
را تعیین  A(B)زیرسیستم کاهش یافته ماتریس چگالی 

}مقادیر ویژه ۀکنند. مجموعمی }nR طیف ،
سیستم زنجیره اسپینی را  ۀحالت پای تنیدگیدرهم

، تنیدگیدرهمکند. ما براي محاسبه طیف مشخص می
با تعداد ذرات  Bو  Aاسپینی را به دو زیرسیستم  ةزنجیر
N/2 ایم.تقسیم کرده  

میدان  حسببر تنیدگیدرهمطیف  c5تا  a5در شکل
پارامتر تبادلیمغناطیسی براي 

0
AFJ = , δ = , J = 119 2

3 براي یک زنجیره  19
براي فازهاي تک گانه اسپینی  N=24طول اسپینی به

(a) ناحیه گاف دار پله اول ،(b) ناحیه گاف دار پله ،
، رسم شده است. نتایج عددي لنکشوز براي (c)دوم 

 تنیدگیدرهممقادیر طیف پنج تا از بزرگترین ویژه
این نکته توجه داشت گزارش شده است. در ابتدا باید به

تنیده ، درهمتنیدگیدرهممقدار طیف که بزرگترین ویژه
نیست و با یک گاف بزرگ از چهار مقدار دیگر جدا 

همین دلیل بزرگترین مقدار طیف شده است. به
ایم و چهار مقدار را در شکل نشان نداده تنیدگیدرهم

نتایج طیف  ۀشده است. از مقایس بعدي در نظر گرفته
کنیم که دار مشاهده میدر این نواحی گاف تنیدگیدرهم

ینی با هم تک گانه اسپ ۀبراي ناحی تنیدگیدرهمطیف 
دار گاف ۀچهار دارد. براي ناحی یکسان و تبهگنی مرتبۀ

 ۀتبهگنی مرتب تنیدگیدرهمپله اول، دومین مقدار طیف 
) و چهارمین مقدار طیف دو دارد (با سومی برابر است

نیز دو مرتبه تبهگن است (با پنجمی برابر  تنیدگیدرهم
دار پله دوم، دومین مقدار طیف گاف ۀاست). براي ناحی

دو مرتبه تبهگن (با سومی یکسان است)  تنیدگیدرهم
  و باقی غیرتبهگن هستند. 

حسب میدان بر تنیدگیدرهمطیف  c6تا  a6در شکل
مغناطیسی براي پارامتر تبادلی 

0
AFJ = 6, δ = , J = 11

 =24Nو زنجیره اسپینی  6
، فاز گاف دار aفاز تک گانه اسپینی  ۀبراي هر سه ناحی

. نمایش داده شده است (c)پله دوم  ۀو ناحی (b)پله اول 
 تنیدگیدرهمبزرگترین مقدار طیف  5همانند شکل

حذف شده و چهار مقدار  دلیل اختلاف گاف زیادبه
وضوح مشاهده طور که بهاند. همانبعدي گزارش شده

تبهگن  ۀچهارمرتب گانه اسپینیشود ناحیۀ فاز تکمی
 مقداردومین بزرگترین ویژه اول، ۀپل ۀاست. در ناحی

چهارمین  و براي نی مرتبه دو (با سومی برابر است)تبهگ
 مشاهدهمقادیر، تبهگنی بزرگترین ویژه و پنجمین

 مقادیر دوم و چهارمدوم، ویژه ۀحالت پل شود. درنمی
مقدار سوم و ترتیب با ویژهباشند (بهدو مرتبه تبهگن می

  پنجم یکسان هستند).
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مقادیر طیف دومین بزرگترین تا پنجمین بزرگترین ویژه .5شکل
ناحیه  :bناحیه یگانه اسپینی، : aبرحسب میدان مغناطیسی.  تنیدگیدرهم

کنش تبادلیناحیه گاف دار پله دوم را براي برهم :cگاف دار پله اول، 
0
AF

19 2J = , δ = , J = 13   دهد.نشان می =24Nو تعداد ذرات 19
  

  
مقادیر طیف دومین بزرگترین تا پنجمین بزرگترین ویژه .6شکل
ناحیه  :bیگانه اسپینی،  ۀناحی :aحسب میدان مغناطیسی. بر تنیدگیدرهم

کنش تبادلی ناحیه گاف دار پله دوم را براي برهم :cگاف دار پله اول، 
0
AFJ = 6, δ = 1 6 , J =    دهد.نشان می =24Nو تعداد ذرات  1

  گیرينتیجه
را براي یک  تنیدگیدرهمطور خلاصه، ما طیف به   

کنش تبادلی با برهم 2/1-اسپینهایزنبرگ  زنجیرة
کنش مدوله شده اضافی برهم اسپینی متناوب در حضور

روي باندهاي فرد بررسی کردیم. روش عددي لنکشوز 
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 N=24سازي زنجیره با تعداد محدود تا براي قطري
  سیستم محاسبه گردید. ۀ کار بردیم و حالت پایبه

را  تنیدگیدرهمو طیف  تنیدگیدرهمسپس، آنتروپی 
دست آوردن آنتروپی و طیف همحاسبه کردیم. براي ب

 Bو  Aسیستم زیرما سیستم را به دو  تنیدگیهمدر
تقسیم کردیم. سپس ماتریس چگالی کاهش یافته 

مقادیر طیف گردید. پنج تا از بزرگترین ویژه محاسبه
ۀ فاز در نظر گرفته شدند. براي ناحی تنیدگیدرهم

کنش تبادلی گانه اسپینی در هر دو حالت برهمتک
اول و  ۀپل ۀناحی مختلف، تبهگنی مرتبه چهارم و براي

  دوم گزارش شد. ۀدوم تبهگنی مرتب ۀپل
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