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Abstract 
In this paper, we have studied the electronic structure of few two dimensional semiconducting 

nano-systems by suing three numerical methods meshless, finite element and finite difference. 

These methods .have been used to solve the two dimensional stationary Schrodinger equation w 

and the results have been compared. In order to solve the applied problems in the computational 

semiconducting quantum electronics, it is usually needed to solve the two dimensional stationary 

Schrodinger equation which have special numerical complexities. Evaluation of the energy 

eigenvalues is a challenging problem in this field of study. Here, by applying the methods on five 

applied examples we have shown that the eigenvalues converge to the exact values from lower 

bound in the finite difference method and converge to the exact values from upper bound in the 

finite element method. Therefore, in general applied problems under research, that we have not 

analytic eigenvalues and solutions, we are confidently able to find the upper and lower bounds of 

the eigenvalues. Finally, we have shown that in the mentioned examples, the meshless method 

has maximum accuracy among the investigated methods. 
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finite difference method, multiquadric radial basis functions 

  

  

                                                        
ghorbani@qut.ac.ir Corresponding Author:*   

mailto:ghorbani@qut.ac.ir


    107                                               1399، زمستان4، شمارة10اي، دورةذرههاي بسمجلۀ پژوهش سیستم   

 نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است. باز
ه تحت   باشدمی المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقال

 

رساناي دوبعدي با کمک نیم هاينانوسیستمهاي الکترونی ی ویژگیبررس
  هاي عددي بدون شبکه، عناصر محدود و تفاضل محدودروش

  2 مهدي سلیمانی ،1مهرزاد قربانی
  ن، ایراصنعتی قم، قم دانشگاه، ریاضیگروه 1

  ، ایرانصنعتی قم، قم دانشگاه دانشکده مکانیک، گروه فیزیک،2
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  دهیچک
اي هي از نانو سیستمساختار الکترونی تعداناهی، عناصر متناهی و بدون شبکه تفاضلات مت قاله، با استفاده از سه روش عدديدر این م

ل کاربردي حوزه گیرد. براي حل مسائشرودینگر دو بعدي مورد بررسی و مقایسه قرار می دو بعدي با کمک حل عددي معادلۀ
 باشد که این مسائل عموماًرساناها اغلب نیاز به حل عددي معادلات شرودینگر دو بعدي می اتی نیمبمحاس کوآنتومیالکترونیک 

یکی از مهمترین  ،مقادیرباشند. محاسبۀ ویژههاي محاسباتی خاص خود میداراي پیچیدگیهاي تحلیلی ود جوابخاطر عدم وجهب
که تحت شرایط مفروض، اندازه  ابردي، نشان داده شده استکمتنوع با کمک پنج مثال  باشد. در اینجا،این حوزه می يهاچالش

شود. بنابراین در یین و در روش المان محدود از بالا به مقادیر واقعی نزدیک میمسئله، در روش تفاضلات محدود از پا مقادیرویژه
یبی توان تقرصورت نیاز به دقت بالا براي یک مسئله عمومی کاربردي که حل تحلیلی آن وجود ندارد، با کمک این دو روش می

هاي ده شده، روش بدون شبکه بالاترین دقت را در بین روشیافت. در ادامه نشان دا مقادیرویژهاي براي از کران بالا و پایین و بازه
  هاي مورد بررسی دارد.ارائه شده براي مثال

هاي تفاضلات متناهی، توابع هاي اجزاء متناهی، روشهاي بدون شبکه، روشگر دو بعدي، روششرودین ۀمعادل :واژگاندیکل
اي شعاعی پایه

  مقدمه
توان از امروزه براي انجام یک پژوهش می   

محاسباتی که پس  هاي مختلف تجربی، نظري ورهیافت
از ورود رایانه به عصر جدید فناوري، نگرشی جدید 

و انجام تحقیقات را  براي بررسی مسائل ایجاد نموده
 آوري سرعت بخشیده است استفاده کرد.طور شگفتبه

                                                        
 مسئول سندهینو: ghorbani@qut.ac.ir  

 
1Poschel-Teller 

 

علت استفاده روز افزون از کامپیوتر و نرم افزارهاي 
است که در علوم پایه و مهندسی، تعداد محاسباتی این 

مسائلی که داراي حل تحلیلی و دقیق باشند محدود 
تعداد  کوآنتومیهستند. براي مثال، در مکانیک 

اي آنها با یک شرودینگر تک ذره هایی که معادلۀپتانسیل
روش تحلیلی قابل حل باشد(مانند پتانسیل مربوط به 

) زیاد 1تلر-یل پوشلذره در جعبه، پتانسیل مورس، پتانس
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نیستند و در حالت کلی پتانسیل، تضمینی براي وجود 
 نیز جواب تحلیلی وجود ندارد. در هنگام محاسبات

صحت و  ها، بازةبه میزان دقت، سرعت روش معمولاً
 با اینکه شودات آنالیزي و تئوري کمتر توجه میسایر نک

 کاربردهايحل معادلات شرودینگر غیروابسته به زمان 
هاي مختلف فیزیک از قبیل محاسبه زیادي در حوزه

شیفت  ،]2[ رسانش ،]1[ هاي نوريویژگی
بستگی  انرژي، ]4[ کلدیش-اثر فرانز، ]3[دیامغناطیسی 

، ]6[ ك آنهاارو انتقال اشت ]5[ هاي دهندهناخالصی
نانوساختارهاي  براي و غیره، ]7[ تشکیل ریزنوارها

  دارد.رسانا نیم
شکل دو بعدي  یل دشوار بودن حل کلیدلدر عمل، به

دهند با ، محققین ترجیح می]8[ معادلات این نوع
ها این معادلات را به سازي متغیرهایی نظیر جداروش

تر تقلیل دهند تا مسائل بعدي ساده یک د معادلۀچن
تر کوچک تبدیل شده و حل آنها سادهمسائل بزرگ به 

لزم خطاست شود که این کار همیشه میسر نیست و مست
شود. در و به کاهش دقت نتایج محاسبات منجر می

هاي جدایی واقعیت نیز تعداد مسائلی که توسط روش
بعدي شوند زیاد  توانند منجر به معالات یکپذیر می

نیستند و مسائل واقعی اغلب چند بعدي، پیچیده و غیر 
قابل جداسازي هستند و گاهی با اندکی دستکاري، به 

شده یا سیستمی از معادلات منجر معادلات جفت 
شوند. موارد گفته شده اهمیت توجه کلی می
هاي حل حالت چند بعدي این نوع معادلات را روشبه

شود که حل تحلیلی کند. براي مثال گفته میروشن می
براي معادلات شرودینگر براي یافتن حالات الکترونی 

ین تعداد زیادي از نانوساختارها ممکن نیست و محقق
، روش ]9[ حساب وردشی: هاي عددي نظیراز روش

، ]12-11[ ، روش سري فوریه]10[ پتانسیل وزنی
                                                        

1 Asymptotic iteration method 
2 Density matrix renormalization group 
3 He’s homotopy perturbation method 

 ، روش تفاضلات محدود]13[ روش ماتریس انتقال
، روش تکرار ]18-17[ ، روش عناصر محدود]14-16[

، ]20[2، گروه بازنرمالش ماتریس چگالی]91[1مجانبی
، روش ]22[، الگوریتم ژنتیک]21[قطري سازي دقیق

، ]42[4روش نومروف، ]32[3تحلیل هموتوپی هی
و ، ]27[روش تیر اندازي، ]26-25[روش رانگ کوتا

هاي نظور استفاده می کنند. ولی بررسیغیره براي این م
اي براي انتخاب روش بهینه با تمرکز بر روي مقایسه

شرودینگر دو  ۀمعادلمانند  مقداريیک مسئله ویژه
، کمتر انجام شده )پتانسیل(تابع بعدي با ضریب متغیر 

ترین روش براي حل بدلیل سادگی، مرسوم است.
 معادلات شرودینگر روش تفاضل متناهی بوده است

با رفتن  . ولی این روش داراي مشکلاتی است. مثلاً]8[
ها در هر از یک بعد به دو و سه بعد، اگر تعداد برش

 3Nو  N ،2Nترتیب ابعاد ماتریس به ،باشد Nجهت 
سادگی قابل مشاهده است بهبنابراین . ]28[ خواهد بود

که براي داشتن یک دقت حداقلی، ابعاد ماتریس 
و در نتیجه حجم محاسبات شرودینگر در دو و سه بعد 

یابد. این امر با استفاده از سرعت افزایش میبه
تا حدي قابل کنترل است ولی قطري  5تنکهاي ماتریس

، با تنکبزرگ، هرچند  هاي بسیارسازي ماتریس
هاي دیگري همراه است. از این رو محققان از دشواري

، قطري سازي محدود اجزاءهاي دیگري مثل روش
حل  با این وجود، .کنندو غیره هم استفاده می دقیق

شرودینگر دو بعدي با کمک روش بدون  ۀعددي معادل
در مطالعه ت. بکه کمتر مورد توجه قرار گرفته اسش

هدف ما مقایسه سه روش بدون شبکه، عناصر کنونی، 
محدود و تفاضل محدود براي حل معادلات شرودینگر 

در است.  زمانوابسته به غیراستاتیک و دوبعدي نوع 
مقادیر ، الف: تعیین کران بالا و پایین براي ویژهمجموع

4 Numerov method 
5 sparse 
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شرودینگر دو بعدي که حل تحلیلی براي  ۀیک معادل
 شبکهروش مختلف با  دقت سه ۀآن نداریم، ب: مقایس

گر دو نشرودی ۀبراي حل عددي معادل شبکهو بدون 
 بدون شبکهروش و اعمال بعدي و ج: ارائه فرم مشروح 

توابع معادله شرودینگر مقادیر و ویژهویژه ۀبراي محاسب
ذکر لازم بهاست.  مقالههاي این دوبعدي از نوآوري

 در روش اجزاء متناهی از روش  باقیماندهاست که 
وزنی گالرکین و در روش بدون شبکه از روش هم 

اي داراي محلی استفاده شده است. تمام توابع پایه
پارامترهاي باز هستند که انتخاب مقدار آنها قاعده 

شود. سادگی صورت تجربی انجام میهخاصی ندارد و ب
هاي بدون شبکه، درجه همواري بالاي الگوریتم روش

وضعی بودن از مزایاي این آنها، استقلال از شبکه و م
هاي این مقاله عبارتند از: در بخش نوع روش است.

روش  2شود. در بخشفرمولبندي ارائه می 1بخش
 3تر تفاضلات متناهی و پس از آن در بخشقدیمی

روش بدون  شود.روش اجزاء متناهی توضیح داده می
نتایج عددي  5باشد. در بخشمی 4شبکه موضوع بخش

عنوان پیشنهاد داده هنکاتی بسپس و شود ارائه می
هاي ارائه ذکر است که روش. در پایان لازم بهشودمی

هاي غیر تکین قابل شده در این مقاله به تمامی پتانسیل
 توان ازاعمال است. ولی اگر پتانسیل تکین باشد می

استفاده  ]29[ نیز هاي دیگر مثل روش سینکروش
  نمود.

  فرمولبندي 
 (ایستا) زمانوابسته به ودینگر دو بعدي غیرشر ۀمعادل   

ثر و با کمک تقریب تابع پوش ؤدر تقریب جرم م
 با شکل کلی زیر مورد نظر است: و ایماستفاده کرده

2 2
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شکل مستطیلیمورد نظر به ۀمسئل ۀکه در اینجا دامن
[ , ] [ , ]x x y ya b a b   تابع پتانسیل باشدمی .( , )V x y 

هاي مورد نظر را در مثال آن معلوم بوده و ما فرم صریح
. آوریمبخش نتایج و بحث میهاي متنوع در صورتهب

 Eضریبی ثابت و معلوم است.  پارامتر
تابع مجهول ویژهمقدار، نامعلوم و حل عددي ویژه

( , )x y .مورد نظر است  

  روش تفاضل محدود
باید  با روش تفاضلات متناهی 1ۀمنظور حل معادلبه   

هاي متنوعی براي مشتقات مراتب مختلف از تقریب
  عنوان مثال براي مشتق اول:هاستفاده نمود، ب

'
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  همین صورت براي مشتق دوم داریم:به و
''
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             4 

2که در آن 
3

6

h
f  2و

4

12

h
f عبارات خطایی برشی

در ، زنیشوند. با کمک این تقریب و برشنامیده می
ماتریسی  یک سیستمتق به شکل عملگرهاي مشنهایت 
ها تعداد برش yNو xNبنابراین اگرشوند. یتبدیل م

را  1توان معادلۀباشند می yو xدر طول محورهاي
  صورت زیر نوشت:هب
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 کنیم:تر زیر بازنویسی میساده صورتهاین معادله را ب
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که در آن
xn = 0 ,1 , . . .N و

ym=0,1,...Nتوان .اکنون می
  نوشت:

 ˆ ˆ 0nH EI  
                                       7 

ماتریس همانی و Î ماتریس هامیلتونی و Ĥکه در آن
هر دو با ابعاد    Nx×Ny Nx×Ny 7ۀباشند. معادلمی 

است که Eمقداري ماتریسی با مجهول ویژه ۀیک معادل
شود.  حلهاي جبر خطی عددي با استفاده از روشباید 

است تعداد  لازم ،خوبدقت براي دستیابی به
بندي شبکه افزایش داده شود یا تظریف شبکه تقسیم

بودن ماتریس  تنکدلیل هب همچنین ،گیردصورت 
در اینجا از الگوریتم آرنولدي براي  هامیلتونی،

کنیم. الگوریتم آرنولدي در سازي آن استفاده میقطري
 شرح داده شده است. 1ۀضمیم

  ش عناصر محدودرو
که  مورد نظر ۀمسئل ۀدامن در روش عناصر محدود،   

منظم باشد، نا پیچیده و ممکن است داراي شکل هندسی
با  نام عنصر یا جزءهمپوشانی بهرتعدادي زیردامنه، غیبه

تقسیم  مثلث مانند مربع، مستطیل یاشکل هندسی منظم 
اي روي عناصر یا نقاط شود و سپس توابع پایهمی

تعداد  ynوxnشوند. اگرتعریف می اي آنهاوشهگ
براي حالت ، باشند yوxها در طول محورهاي گره

1اندازه گام مربوطه در این جهات  منظم،
x

x

h
n

  و
1

y
y

h
n

 باشد. همچنین داریممی

0 10 ... 1
xn

x x x     ،j y yy a jh ،

0 10 ... 1
yn

y y y     ،i x xx a ih  ،اکنون .
اي دو خطی بر روي عناصر مستطیلی هتوابع پای

  شود:صورت زیر نوشته میهب
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ه در آنک
xi= 0 ,1 , . . .nو

yj= 0 ,1 , . . .n تعداد کل .
نقاط برابر   x y1+n 1+n  است. از آنجایی که توابع

باشند، نقاط روي مرزها در مرزهاي فضایی صفر می پایه
شوند. بنابراین تعداد مجهولات در محاسبات وارد نمی

جبري) برابر تعداد نقاط  (و در نتیجه تعداد معادلات
دامنه یعنی برابر درونی   x yn 1 n 1    .است

را با  1ۀاکنون تقریب عناصر محدود تابع موج معادل
ه ) و ب8ۀمعادلترکیب خطی توابع پایه ذکر شده در بالا (

  گیریم:صورت زیر در نظر می
1, 1

, ,
0 , 0

( , ) ( , )
x yn n

i j i j
i j

x y u x y 
 

 

 
                  9 

i,نکه در آ ju ها مجهولات مسئله در نقاط درونی دامنه
یا تلاقی عناصر مستطیلی مورد نظر هستند. براي سادگی 

شده یا عناصر  1از عناصرهم پارامتر انجام محاسبات،

iیکه با تغییر متغیرهاي

x

x x

h



 وj

y

y y

h



 

عناصر ز نگاشت عناصر فیزکی بهکه ا گیریمکمک می
را  8ايتوابع پایهبنابراین  .آینددست میهمحاسباتی ب

  نویسیم:صورت زیر میهب
, ( , )

(1 )(1 ) , 0 1 ,0 1
(1 )(1 ) , 1 0 ,0 1
(1 )(1 ) , 1 0 , 1 0
(1 )(1 ) , 0 1 , 1 0
0 ,

i j

Otherwise

  

   
   
   
   



     
               
       


             10 

) همسایگی نقاط درونیاز آنجایی که در  , )i jx y، 9 
عنصر داریم، بنابراین ماتریس سختی  4و  نقطه
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و نواري بوده و حداکثر تنک  ،1ۀیلتونی نهایی معادلهام
قطري غیر صفر دارد و بنابراین یک ماتریس  ۀلای 9

ها، شود. هر یک از این بلوكمی 1قطري-بلوکی سه
 اريذگجايمتقارن هستند. اکنون با و  4×4 مربعی،

 یابیم:صورت زیر میهرا ب مانده ،1ۀمعادلدر  8درونیاب
( , )

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ;

R x y
x y V x y x y

E x y x
  




 

 

 


              11 

سپس با کمک  که در حالت کلی مخالف صفر است،
 روش گالرکین داریم:

,

x y

( , ) ( , ) 0,

i=1,...n 1, =1,...n 1
i jR x y x y dxdy

j






 
   12الف           

توان می گاه عناصرتکیه و محدود بهدقیقتر طور هب
  نوشت:

1 1

1 1

,( , ) ( , )

0

j i

j i

y x

i j
y x

R x y x y dxdy
 

 



   12ب               

 سازي متغیرها داریم:هو پس از تغییر متغیر و نرمالیز
1 1

,
1 1

( , ) ( , )

0

i j x yR h h d d      
 



   12ج                  

قضیه  حالت خاصی از، به12در ادامه براي حل انتگرال
 ]30[صورت زیر نیاز داریم: هگرین ب

Ud Ud

U d
n

 



     


 



   

 

 


                    13 

و در نتیجه با  2تباهیده خاطر شرایط مرزي دیریکله وبه
صورت هتوان باین معادله را می ،ف انتگرال مرزيحذ

 زیر نوشت:

Ud

Ud





  

   

 

 





                                          14 

                                                        
1 blocked tri-diagonal 
2 degenerate 

جواب نهایی حاصل از این روش، از نوع ضعیف، 
گیري مک انتگرالبا ک است. 0C ةتعمیم یافته و از رد

قطري (روي -سه-نوع ماتریس بلوك سه 12از معادلات
عناصر  1Mبراي ماتریس  ) داریم.-1، 0+، 1اقطار

 (i+1,j+1)و  (i,j+1)،  (i+1,j)،  (i,j)ماتریسی در نقاط
ترتیب برابربه

2 2

1 1

3 3x yh h
، 

2 2

1 1

3 6x yh h
  ،

2 2

1 1

6 3x yh h
  و

2 2

1 1

6 6x yh h
  2. براي ماتریس استM 

و  (i,j+1)،  (i+1,j)،  (i,j)عناصر ماتریسی در نقاط 
(i+1,j+1) به ترتیب برابر

1 1 2 2

0 0
( , )(1 ) (1 )V d d         ،

1 1 2

0 0
( , )(1 ) (1 )V d d         ،

1 1
2

0 0
( , ) (1 )(1 )V d d          و

1 1

0 0
( , ) (1 )(1 )V d d           است. براي

،  )+i,j(  ،),j1i( عناصر ماتریسی در نقاط 3Mماتریس 
)1i,j+(  و)1,j+1i+( 1به ترتیب برابر

3 . 3
  ،1

6.3
 ،1

3 . 6
 

1و 

6.6
، 1Mهاي بزرگ است. بعد از محاسبه ماتریس  

2M  3وM سیستم معادلات خطی ویژه مقداري تعمیم ،
  خواهد شد: یافته زیر تولید

1 2 3M M EM                                    15 
ویژه توابع متناظر  انرژي و  مقادیرویژه Eکه در آن 

   را به ما خواهد داد.
  

  روش بدون شبکه
به منظور  شعاعیاي پایه در روش بدون شبکه با توابع 

زیر را  3چند مربعی شعاعی، تابع پایه 1تقریب معادلۀ
  :]32-31[ کنیمانتخاب می

3 multi-quadric 
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   2 2 2

; 0,1,2,....

j

j j rbf

x

x x y y c

j N

 

   



                     16 

است  ، کوچک و مثبتادآزیک پارامتر  rbfcکه در آن 
تقریب  روششود. در صورت تجربی انتخاب میهکه ب

 یرصورت زهبدون شبکه مورد نظر، تقریب تابع موج ب
و از ترکیب خطی توابع پایه بر روي نقاط درونی دامنه 

  شود:انتخاب می

 
0

( )
N

j j
j

p p  



                                     17  

j,...,0,1,2براي  jکه در آن ضرایب m، 
مجهولات مسئله هستند و  ,p x y ،

 ,j j jp x y در اینجا، توزیع نقاط . 
0

N
j j

p


را  
و در  )و نا منظم تصادفی محضطور یکنواخت (نه هب

با کمک روش  ایم.منه و روي مرز دامنه انتخاب کردهدا
روي نقاط  1محلیمکانی یا همهم 

0

N
j j

p


به سیستم  
  رسیم:یر میمعادلات خطی ز

 
0

( )

; 0,1,...,

N

i j j i
j

p p

i N

  






                                   18 

رت ماتریسی و فشرده زیر تبدیل صوهکه سیستم فوق، ب
  شود:می

A                                                     19 
1Aبنابراین ینی عبارت. با جایگز 
  رسیم:زیر می بدون ۀرابطبه 17ۀدر معادل

 
     
     

0 1

1
0 1

, ,....,

, ,....,
N

N

p

p p p

p p p A



   

   



  
   


                20 

 اکنون اگر

     
     

0 1

1
0 1

, ,....,

, ,....,
N

N

p p p

p p p A

  

   

  
  

                    21 

 :بازنویسی کردصورت زیر هتوان برا می 17ۀمعادل

                                                        
1 Collocation 

 
0

( )
N

j j
j

p p  



                                 22 

)که در آن توابع )j pون ساخته شده از طریق روش بد
باشند یعنی شبکه داراي خاصیت درونیابی می

{ , }( )j i i jp .  تا استفاده کرده  22در ادامه از بسط
از  . براي این منظوررا بیابیم 1ۀجواب تقریبی معادل

صورت زیر استفاده هبراي یافتن مانده، ب 22ۀرابط
 شود:می

( )
( ) ( ) ( ) ( )

R p
p V p p E p   


    
                 23 

(روش باقیمانده وزندار با وزن  مکانیبا کمک روش هم
 داریم: دلتاي دیراك)

( ) 0 ; 0,1,...,iR p i N                                 24 
کنیم زیرا معادله از نقاط مرزي صرف نظر می در این

مقادیر آنها در مرز معلوم و برابر صفر است. بنابراین به 
  رسیم:بسط زیر می

0

0 0

( )

( ) ( ) ( )

0 ; 0,1,...,

N

j j i
j

N N

i j j i j j
j j

p

V p p E p

i N

  

   



 

 



 



                 25 

 حال اگر ماتریس هاي زیر را تعریف کنیم:

 1 , 0
( )

N

j i i j
M p 


 

الف26                     
  2 , 0

( )
N

i j i i j
M V p p




ب26                 
 3 , 0

( )
N

j i i j
M p




ج26                              
 شود:مقداري تعمیم یافته زیر ساخته میمعادله ویژه

1 2 1 2

3

( )M M M M
EM
  


  


                               27 

ویژه توابع  انرژي و بردارهاي مقادیرویژه Eکه در آن 
   متناظر هستند.
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  نتایج و بحث:
هاي ارائه شده منظور مقایسۀ روشدر این بخش به   

به بررسی تعدادي مثال خواهیم پرداخت. در  ،در بالا
ها ها با مقادیر دقیق، دقت روشابتدا با مقایسه این روش

هاي کابردي را بررسی خواهیم کرد. سپس با ارائه مثال
تر هاي واقعیها را در حل مثالزیک، قدرت روشدر فی

هاي لمان محدود از پایهخواهیم آزمود. در روش ا
  یم.اهمربعی استفاده کرد

زیر با کمک رابطه  هايمثال در 1ۀمعادلدر  ضریب
2

*2m
   ثر استفاده ؤدست آمده است. جرم مهب

در نظر گرفته شده است.  0m680/0=*mبر شده نیز برا
  اند.ها هم به یک آنگستروم نرمال شدهطول
  : 1مثال

دو بعدي با  کوآنتومی ۀیک ذره محبوس شده در جعب
)فرض , ) 0V x y  آید. در اینجا دست میبه 1ۀدر معادل
 با طول چاه GaAsرساناي نیم متشکل از کوآنتومیچاه 
100x yL L  5و ضریب 6 . 0 2 9 2   را مورد

صورت زیر ههاي دقیق بپاسخ .بررسی قرار خواهیم داد
  : ]33[ خواهند بود

2 2
2

, 2 2 ; , 1, 2,...exact
n m

x y

n mE n m
L L

 
 

    
             28   

دست را به 1ۀنتایج عددي حاصل از حل معادل 1جدول
ان مقدار کمترین را نشویژه 10دهد. در این جدول می
براي نشان دادن این نکته که دقت  این جداول د.دهمی

اند. ارائه شدهها چه میزان است، هر کدام از روش
هاي دیگري توان کمیتروي این جداول میهمچنین از 
هاي جذب هاي گذار زیرنواري و ویژگینظیر انرژي

رسانا را نیز هاي نانوساختاري نیمنور در این سیستم
طور که همانهدف این مقاله نیست. دست آورد که هب

آید، در روش تفاضل محدود می از این جدول بر
تر داراي دقت بالاتري است و با پایین مقادیرویژه

شود. براي مقدار دقت کم میافزایش شماره ویژه

ها در دقت روش تفاضل محدود، تعداد برش افرایش
دن افزایش دادیم که دقیقتر ش 50به  20هر جهت را از 

روش با مقایسه نتایج با مقادیر دقیق مشهود است. در 
این مثال روش المان محدود در تعداد برش یکسان از 
دقت کمتري از روش تفاضل محدود برخوردار است. 

تر داراي پایین مقادیرویژهمان محدود نیز در روش ال
مقدار دقت دقت بالاتري است و با افزایش شماره ویژه

  شود. کم می
  

  .1مقدار پایین مثالده ویژه .1ولجد

  

بالاتر نیز داراي  مقادیرویژهولی در روش بدون شبکه، 
ترین روش در این . بنابراین دقیقهستنددقت بالایی 

ترین روش، روش دقتروش بدون شبکه و کم ،مثال
ها نسبی است و مقایسه ،المان محدود است. در مجموع

دست ههاي بهتري بتوان با ارتقاي هر روش، جوابمی
اي دوخطی متناهی، از توابع پایه آورد. در روش عناصر

ده توابع موج متناظر با  1در شکلاستفاده شده است. 
 نشان داده شده است. 1مقدار در مثالکمترین ویژه

Exac
t  

Meshl
ess(20

*20)  

FEM 
(30*30) 

FEM 
(20*2

0)  

FDM(5
0*50)  

FDM(2
0*20)  

  

0.110
597  

0.1109
48  

0.110698 0.1108
248  

0.11056
2  

0.11039
1 

1E 

0.276
493  

0.2775
56  

0.277353 0.2784
31  

0.27619
6  

0.27474
48 

2E  

0.276
493  

0.2775
56  

0.277353 0.2784
31  

0.27619
6  

0.27474
4 

3E  

0.442
389  

0.4448
48  

0.444008 0.4460
392  

0.44182
9  

0.43909
8 

4E  

0.552
986  

0.5546
71  

0.557143
2 

0.5623
76  

0.55155
4  

0.54458
5 

5E 

0.552
986  

0.5550
72  

0.557143
2 

0.5623
76  

0.55155
4  

0.54458
5 

6E  

0.718
882  

0.7230
85  

0.723798
2 

0.7299
83  

0.71718
7  

0.70893
9 

7E  

0.718
882  

0.7230
85  

0.723798
2 

0.7299
83  

0.71718
7  

0.70893
9 

8E  

0.940
076  

0.9428
11  

0.953137
9 

0.9696
64  

0.93559
1  

0.91388
4 

9E  

0.940
076  

0.9428
11  

0.953137
9 

0.9696
64  

0.93559
1  

0.91388
4 

10E  
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 .1کمترین ویژه مقدار در مثال 9توابع موج متناظر با  .1شکل

  
  : 2مثال

نوسانگر هماهنگ دوبعدي با پتانسیل  در این مثال یک
 * 2 2( , ) 0.5V x y m x y و پارامترهاي اولیه

*1/2m  و* 1m   12و طول بازه=L  براي
 ایم.  در نظر گرفته yو xهر دو جهت 

 .2ده ویژه مقدار پایین مثال .2جدول

  
دست همقدارهاي انرژي از رابطه زیر بمقادیر دقیق ویژه

  :]33[ آیدمی
   , 0.5 0.5 ; , 0,1, 2,...exact

n mE n m n m      
  

الف

  

 ب

. ب: 2کمترین ویژه مقدار در مثال  9الف: توابع موج متناظر با  .2شکل
  .شکل پتانسیل

روش بدون شبکه و  ، دقیقترین روش،در این مثال نیز
ترین روش، روش المان محدود است ولی دقت دقتکم

طور قابل توجهی از دو روش دیگر هروش بدون شبکه ب
 ده عددنیز توابع موج متناظر با  2در شکل بیشتر است.

 نشان داده شده است. 2از کمترین ویژه مقدار، در مثال
دانیم، قله تابع موج روي دره تابع طور که میهمان
شرطی که چاه پتانسیل ایجاد گیرد بهیل قرار میپتانس

این شکل مشاهده کافی عمیق باشد. در  ةاندازشده به
کنیم که تابع پتانسیل باعث متمرکز شدن توابع موج می

تابع پتانسیل ارائه شده در  ۀدر مرکز سیستم یعنی کمین
تواند با مقایسه این جمع شدن، می این شکل شده است.

چرا که در  شود.حاصل  1و شکل 2توابع موج شکل
منه که تابع پتانسیل نداریم، توابع موج در کل دا 1شکل

  اند.فضایی مورد بررسی گسترده شده

  :  3مثال

Ex
act  

Meshless
(20*20)  

FEM(3
0*30) 

FEM(20*
20)  

FDM(5
0*50)  

FDM(2
0*20)  

  

1  1.000287  1.0099
72 

1.022368  0.99652
7  

0.97914
7 

1E 

2  2.001033  2.0296
43 

2.065695  1.98955
8  

1.93645
4 

2E  

2  2.001033  2.0296
43 

2.065695  1.98955
8  

1.93645
4 

3E  

3  3.002332  3.0493
13  

3.109022  2.97555
7  

2.84829
1 

4E  

3 3.002676  3.0684
01 

3.149300  2.97555
7  

2.84829
1 

5E 

3  3.003229 3.0684
01 

3.149300  2.98258
9  

2.89376
0 

6E  

4  4.004918  4.0880
71 

4.192627  3.95444
7  

3.71046
5 

7E  

4  4.004918  4.0880
71 

4.192627  3.95444
7  

3.71046
5 

8E 

4  4.007320  4.1256
20 

4.269797  3.96858
8  

3.80559
7 

9E  

4 4.007320  4.1256
20 

4.269797  3.96858
8  

3.80559
7  

10E  
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شکل به ]34[شکل پتانسیل از مرجع  ،در این مثال   
 2 2( , ) 1 )(1V x y x y  .انتخاب شده است 

1برابر 1ۀهمچنین ضریب در معادل  یستم و طول س
در نظر گرفته شده  =11Lبرابر  yو xدر راستاهاي 

  است.

الف

  

  ب
. ب: 3کمترین ویژه مقدار در مثال  9الف: توابع موج متناظر با  .3شکل

  .شکل پتانسیل
  

بردار اول در مقدار اول و ده ویژهنتایج براي ده ویژه
  .داده شده است 3و شکل 3جدول

  

  :  4مثال
با شکل  Vشکلبه نتومیکوآدر این مثال یک سیم    

1پتانسیل 20 ; ( ) ( )
( , )

1 ;

y x y y x
V x y

Otherwise

  
و ضرایب  

1   20و=L  و/ 5   3و=width  2و=b 

و   
1y (x)=

 - b*tan( )*Ln cosh x/b +width/2
و

2 1y (x)=y (x)-width.در نظر گرفته شده است   

 .3مقدار پایین مثالده ویژه .3جدول

  

  .4مقدار پایین مثالده ویژه .4جدول

  

 ]36-35[ فته ازشده از مراجعاین شکل پتانسیل برگر
باشد. این یک مثال کاربردي است که براي بررسی می

. شودمیاستفاده  کوآنتومیهاي هاي نوري سیمویژگی
توان حسگرهاي نوري در بازه با کمک این ساختارها می

مقادیر فرکانسی تراهرتز ساخت. نزدیک بودن ویژه
هاي مختلف نشان دهنده دست آمده از روشهب

  .باشدمقادیر واقعی میها بههمگرایی روش

  : 5مثال
در این مثال، شکل پتانسیل

2 2( , ) sin sin
x y

x y
V x y

L L

                  
1، با ضریب   و

20xطول yL L  در نظر گرفته شده است. این شکل

Ref 
[11]  

Meshless
(20*20)  

FEM(3
0*30) 

FEM(2
0*20)  

FDM(5
0*50)  

FDM(2
0*20)  

  

3.195
918  

3.196260  3.2196
00 

3.2492
27  

3.1877
01  

3.1467
89 

1E 

5.526
743  

5.528214  5.6010
87 

5.6925
29  

5.5007
21  

5.3695
34 

2E  

5.526
743  

5.528214  5.6010
87 

5.6925
29  

5.5007
21  

5.3695
34 

3E  

7.557
803  

7.561474  7.7199
75 

7.9149
83  

7.5003
79  

7.2053
37 

4E  

8.031
272  

8.036155  8.1956
17 

8.3931
04  

7.9730
31  

7.6736
28 

5E 

8.444
581  

8.449989  8.6144
19 

8.8220
33  

8.3849
99  

8.0834
69  

6E  

9.928
061  

9.937653  10.216
450 

10.554
777  

9.8246
92  

9.2813
28 

7E  

9.928
061  

9.937653  10.216
450 

10.554
777  

9.8246
92  

9.2813
28 

8E  

11.31
1817 

11.32669
1  

11.629
373 

12.010
264  

11.199
414  

10.621
810 

9E  

11.31
1817 

11.32669
1  

11.629
373 

12.010
264  

11.199
414  

10.621
810 

10E  

Meshless 
(20*20)  

FEM 
(30*30) 

FEM 
(20*20)  

FDM 
(50*50)  

FDM 
(20*20)  

  

0.436988  0.446504 0.452695  0.434559  0.404723 1E  
0.527796  0.539169 0.546016  0.529109  0.513227 2E  
0.609990  0.620870 0.630255  0.608164  0.572534  3E  
0.761614  0.765290 0.779216  0.749946  0.739132 4E  
0.916752  0.920185 0.940092  0.894499  0.863626 5E 
1.085048  1.099330 1.101847  1.085495  1.012672 6E  
1.096337  1.116045 1.140625  1.094259  1.070434 7E  
1.174212  1.179613 1.184586  1.174796  1.171426 8E  
1.177525  1.181489 1.185461  1.177421  1.172484 9E  
1.244563  1.116045 1.101847  1.262532  1.191685  10E  
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هاي نوري مورد تواند براي ساختن شبکهپتانسیل می
مقدار اول و ده یرد. نتایج براي ده ویژهاستفاده قرار گ

  داده شده است. 5و شکل 5بردار اول در جدولویژه

الف

  

  ب

. ب: 4کمترین ویژه مقدار در مثال  9الف: توابع موج متناظر با  .4شکل
  .شکل پتانسیل

  

  .5ده ویژه مقدار پایین مثال .5جدول

  

الف

 

  ب
. ب: 5مقدار در مثال کمترین ویژه 9الف: توابع موج متناظر با  .5شکل

  .شکل پتانسیل

  گیرينتیجه
) تفاضلات متناهی، 1در این مقاله، سه روش عددي:    
اي شعاعی چند ) روش توابع پایه3اجزاء محدود و  )2

مربعی بدون شبکه براي حل مسئله دوبعدي شرودینگر 
مقداري بر روي دامنه سئله ویژهغیر وابسته زمانی و م

مستطیلی با شرایط مرزي همگن تباهیده و در شرایط 
ها)، در قالب پنج مثال با یکسان (از نظر تعداد گره

هاي هاي مختلف، متنوع و پر کاربرد در زمینهپتانسیل
مختلف فیزیکی مانند نانو اعمال شده و نتایج عددي 

اب دقیق مقایسه حاصل با دقت بالا با همدیگر و با جو
اند. روش تفاضلات متناهی، تقریب روي نقاط شده

روش عناصر محدود، جواب از نوع  .دهدشبکه را می
 دهد.می 0C صورت تابع از ردههضعیف و تعمیم یافته، ب

Meshless 
(20*20)  

FEM 
(30*30) 

FEM 
(20*20)  

FDM 
(50*50)  

FDM 
(20*20) 

  

0.539455  0.543278 0.548284  0.537743  0.530424 1E 
0.572975  0.576356 0.581581  0.570539  0.562792  2E  
0.592884  0.596699 0.602209  0.590552  0.582350  3E  
0.826703  0.832404 0.839816  0.824211  0.813436  4E  
0.860430  0.865481 0.873113  0.857007  0.845804  5E 
0.880265  0.885824  0.893741  0.877020  0.865362  6E  
1.084660  1.093230 1.104224  1.080982  1.064780  7E  
1.118447  1.126308 1.137521  1.113778  1.097149  8E  
1.138304  1.146651 1.158149  1.133791  1.116707  9E  
1.150474  1.158454 1.168916  1.146527  1.130118 10E  
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روش بدون شبکه جواب کلاسیک و همچنین، 
دهد. سه روش به ما می C صورت تابع هموار از ردههب

کار رفته در این مقاله براي دیگر معادلات با هعددي ب
هاي با معادلات وابسته زمانی، با دامنه بعدهاي مختلف،

شکل هندسی غیر مربعی و با شرایط مرزي نیومان و 
نشان داده شد که  همچنین مخلوط قابل تعمیم است.

مسئله، در  قادیرمویژهتحت شرایط مفروض، اندازه 
روش تفاضلات محدود از پایین و در روش المان 

  شود.محدود از بالا به مقادیر واقعی نزدیک می
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  1الف: روش آرنولدي مۀضمی
تواند با ترکیب بردارهاي ماتریس مربعی میویژه   

 0vکه در آن  0v1-m, …. , A0, Av0v,خطی بردارهاي 
یک بردار دلخواه انتخابی اولیه است تقریب زده شود و 

m 2باید به اندازه کافی بزرگ باشد. در فضاي کریولو 
  داریم:

1

0
0

|
m

i
m i

i

K x x a A v




   
 


1الف                        

یک پایه ارتونرمال براي  m...  v 1= [v mV[فرض کنید  
mK  است آنگاه هر ستونmAV رکیب خطی از ت

  خواهد بود.  1m+Vستونهاي 

Av1=v1h11+v2h21                                    2الف 

                                                        
1Arnoldi Method 

  اکنون با کمک فرض اورتونرمال بودن پایه داریم:

v1TAv1=h11 and v2Av1=h21                    3الف  

Av2=v1h12+v2h22+v3h32,                           4الف 

  5الف پس:

v1TAv2=h12, v2TAv2 = h22 and v3TAv2=h32    

  توان نوشت:به فرم ماتریسی می
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 الف6                 

2Krylov space 

http://jnrm.srbiau.ac.ir/article_11165_fa.h
http://www.m-
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A  وmV  ماتریس هايn×n   هستند وH  یک ماتریس
  است. بنابراین:  m×(m+1)١هسنبرگ

VmTAVm=VmTVm+1H=H=(1:m,1:m)      7الف 

مقادیر ، ویژهmکافی بزرگ  ةدازانبه رمقادیازاي پس به
H  مقادیرویژهبا تقریب خوبی برخی از A  خواهند بود

تقریب زده  xmVتواند با می Aبردارهاي متناظر  و ویژه
است  m×mیک ماتریس  H. در اینجا Hx=λxشود که 

  .).m < nکه 

                                                        
1Hessenberg 


