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Abstract 

In this paper, a new numerical method is introduced to solve the time-dependent nonlinear 

Schrödinger equation. The proposed method is a combination of a novel metaheuristic 

optimization algorithm with the finite difference method. First, the regarded Schrödinger equation 

with the related boundary and initial conditions are converted into an unconstrained problem. For 

this purpose, the boundary and initial conditions are satisfied using the penalty method and a 

proper objective function is defined through the discretized governing equation. Then, a 

successful version of the particle swarm optimization is implemented to minimize the identified 

error function and find the best nodal values. The simulation results for several cases are 

illustrated to depict the effectiveness and capability of the introduced strategy for solving the 

time-dependent nonlinear Schrödinger equation. 

Keyword: time-dependent Schrödinger equation, particle swarm optimization algorithm, finite 

difference method, penalty method. 
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زمان با استفاده از ترکیب روش شرودینگر وابسته به ۀحل عددي معادل 
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 چکیده

رداخته شده است. روش ارائه شده، زمان پشرودینگر وابسته به ۀحل معادلدر این مقاله، با استفاده از یک روش عددي جدید به
این منظور، ابتدا فضاي حل ابتکاري قوي با سرعت و دقت بالا و روش تفاضل محدود است. به حاصل ترکیب یک الگوریتم فرا

یک شرودینگر با شرایط مرزي مشخص به ۀبندي و سپس، معادلمورد نظر با استفاده از روش تفاضل محدود شبکه ۀمتغیرهاي مسأل
کمک روش ضریب پنالتی، شرایط مرزي ارضاء و یک تابع هدف مناسب تعریف بدون قید تبدیل شده است. در ادامه، به ۀمسئل

سازي تابع هدف مورد نظر پرداخته شده شده است. در پایان، با استفاده از یک مدل بهبود یافته از الگوریتم تجمعی ذرات به بهینه
ي حاصل از مقایسه مقدار دقیق تابع و مقدار عددي محاسبه شده بیانگر موفقیت روش است. در چندین مثال مختلف مقدار خطا

  زمان است.عددي پیشنهادي در حل مسئله شرودینگر وابسته به
  سازي تجمعی ذرات، روش تفاضل محدود، روش ضریب پنالتیزمان، الگوریتم بهینهبهوابسته معادله شرودینگر : کلیدواژگان

  
 مقدمه

 ۀبندي معادلد اینکه چندین سال از فرمولبا وجو   
 ۀاما هنوز محققان زیادي در زمین ،گذردشرودینگر می

هاي جواب ۀمحاسبکنند. حل این معادله فعالیت می
این دلیل داراي اهمیت است که شرودینگر به ۀمعادل

 یکوآنتومسیستم  یک اطلاعات ضروري ۀشامل هم
 ۀمعادل ،کلاسیک فیزیکبا  در مقایسهباشد. می

کند، شرودینگر مانند قانون دوم نیوتون عمل می
موقعیت  ،کلاسیک قانون نیوتونفیزیک طور که در همان

                                                        
:نویسنده مسئول mahmoodabadi@sirjantech.ac.ir 

با داشتن شرایط  ،کندها تعیین میذره را براي تمام زمان
 کوآنتومموج را در  ۀتوان معادلمناسب نیز می ۀاولی

محاسبه ها شرودینگر براي همه زمان ۀوسیله معادلهب
  .دکر

توسط اروین شرودینگر 1926شرودینگر در سال  ۀمعادل
صورت زیر ترین شکل آن بهبندي شد که عمومیفرمول
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)که در آن،  , )v x t  ،انرژي پتانسیلm  ،جرم ذره
( , )x t  تابع موج و  ثابت پلانک است. این معادله

زمان و مستقل از زمان و در دو صورت وابسته بهبه
 وم اپتیک، پلاسما،هاي خطی و غیرخطی در علشکل

هاي علم فیزیک کاربرد و سایر شاخه یکوآنتوممکانیک 
  ].1[ دارد

شرودینگر ارائه  ۀهاي متعددي براي حل معادلروش
روش توان بهها میاست که از جمله آن شده

، ]3-6[ یووارو-روش نیکی فرو، ]2[ فاکتوریزاسیون
 روش بسط ،]8-9[ روش ابرتقارن، ]7[ توابع لژاندر

1/N ]10[ روش المان محدود ،]و غیره اشاره کرد.  ]11
هاي استفاده از روشبا  براین، در تحقیقاتی دیگرعلاوه

هاي مختلف شرودینگر با پتانسیل ۀحل معادلمذکور به
موارد زیر توان بهنیز پرداخته شده است که از جمله می

هاي تقریبی با یک پتانسیل نمایی جواب اشاره کرد.
 ،]13[مورس تغییر یافته -پتانسیل رزون با ،]12[

اي در هاي دورهپتانسیل ،]14[پتانسیل غیرمرکزي 
، مجموعه ]16[ ، پتانسیل موبیوس]15[فضاي ممنتوم 

، ]19[،پتانسیل هولتن ]17-18[هاي یوکاوا پتانسیل

و  ]21[هارمونیک پتانسیل شبه، ]20[پتانسیل کراتزر 
  ].22[ پتانسل می

حل تابع شرودینگر ز محققان بههمچنین، گروهی ا
هاي ریاضی، در دو بخش، روش عنوان یک تابع کاملاًبه

اند. در روش حل هاي عددي پرداختهتحلیلی و روش
توان به کار صدیقی و گنجی تحلیلی تابع شرودینگر می

اشاره کرد که با استفاده از تکنیک هموتوپی در 
وابسته توپولوژي، توابع مختلف شرودینگر یک بعدي 

براین، علاوه .]23[اند دست آوردهزمان را بهبه

 و] 24[زاده با استفاده از روش اولین انتگرال تاجی
ایدکی با استفاده از روش دیفرانسیل تبدیل بهبود یافته 

اند. هاي این معادله پرداختهبررسی پاسخبه ]25[
شرودینگر غیرخطی را با استفاده از یک  ۀسیادوي معادل

شرودینگرخطی تبدیل کرده و حل  ۀمعادلع تبدیل بهتاب
ویتانوف و . ]26[دست آورده است دقیق آن را به

ترین معادله براي دیمیتروا از روش اصلاح شده ساده
. ]27[اند تحلیل معادلات غیرخطی شرودینگر بهره برده

هاي عددي نیز کارهاي متعددي انجام در بخش روش
د زیر را نام برد. توان موارمیاست که از جمله آنها شده 

گالرکین محلی براي حل -روش بدون المان پتروف
، ]28[زمان سه بعدي شرودینگر وابسته به ۀعددي معادل

 و ]30[شعاعی  ، روش توابع پایۀ]29[بعدي  و دو
  .]31[روش بی اسپلاین 

در این مقاله، یک روش ترکیبی جدید براي تحلیل 
زمان با استفاده از ابسته بهشرودینگر یک بعدي و ۀمعادل

مدل بهبودیافته از الگوریتم  یک و محدود روش تفاضل
سازي تجمعی ذرات نام بهینهبهPSO  تجمعی ذرات

ارائه شده است. در بخش اول،  )(HEPSOکاوشکر 
معرفی الگوریتم تعریف مسئله و در بخش دوم، بهبه

. شودآن پرداخته می ۀبهبود یافت ۀتجمعی ذرات و نسخ
کمک روش تفاضل محدود، تابع هدف مسئله سپس، به

شرودینگر  ۀشود. در بخش بعد، معادلسازي میگسسته
براي سه حالت متفاوت تحلیل و نتایج آن آورده 

یک بعدي  ۀمعروف ذره در جعب ۀشود. همچنین مسألمی
کمک ۀ شرودینگر بهعنوان یک مثال واقعی از معادلنیز به

، نتایج کلی است. نهایتاً روش معرفی شده حل شده
 اند.مقاله بحث شده
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  تعریف مسئله
شرودینگر یک بعدي وابسته  ۀدر حالت کلی، معادل   
دیفرانسیل با متغیرهاي ۀعنوان یک معادلزمان بهبه

2

2 , , ,x t
x t
  

 
ۀدر ناحی   , ,a b c d    

  صورت زیر تعریف کرد:توان بهرا می
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شکل ترتیب بهتوان بهکه شرایط اولیه و مرزي آن را می
  زیر بیان نمود:

2                 1 2( ) ( , ), ( ) ( , )j jg t a t g t b t

c t d

  

 
            

3            1 2( ) ( , ), ( ) ( , )f x x c f x x d
a x b

  
 

  

متغیري هر تابع دیفرانسیلی وابسته به اینکهبا توجه به
)مانند  )u x :با شرایط داده شده  

4                      ( ) ( ), dLu x f x x R    

5                                 ( ) ( )Bu x g x on  
 داراي یک جواب منحصر بفرد است که در روابط بالا

B  وL سیلی در فضاي عملگرهاي دیفرانx ،( )u x 

 معناي مرز هستند،به دامنه و  متغیر مورد نظر، 
)مقدار متغیر  )u x  صدق کند  6و  5که در معادلات

یک ل مسئله شرایط مرزي بهتوان از طریق تبدیرا می
  :]32[ دست آوردصورت زیر بهسازي بهمسئله بهینه

6      
   

2

1

:

( ) ( ) ( )i i i

Minimize

E u x Lu x f x


 
   

7 
   

2

2

:

( ) ( ) ( ) 0i i i

subject to

E u x Bu x g x


  
   

یک تابع به 8و  7ل روابطسازي با تبدیاین مسئله بهینه
  شود: شکل زیر حل میهدف به

8

   1 2: ( ) ( )i ifitness function E u x E u x  

)ضریب پنالتی و  휆که در آن  )iu x  جواب معادله در
ام است. هدف در این مقاله، تبدیل معادله i ۀنقط

یک تابع هدف در کمک تفاضل محدود بهشرودینگر به
وسیله یک زي آن بهفضاي گسسته و حداقل سا

  .است HEPSO نامسازي پیشرفته بهالگوریتم بهینه

  سازي تجمعی ذراتالگوریتم بهینه
سازي توابع غیرخطی، بهینه هايیکی از روش   

 1995است که در سال  PSO تجمعی ذرات الگوریتم
زندگی سازي شبیه ، بر اساسابرهارتو  کنديتوسط 

پرندگان براي یافتن ها و طبیعی و رفتار تجمعی ماهی
مدل یک  ،PSOالگوریتم .]33[ است معرفی شدهغذا 

که در آن هر  است جمعی محاسباتی براساس هوشمند
مدت بوده که اطلاعاتش را کوتاه ۀذره داراي یک حافظ

هر ذره حرکتش  ،این الگوریتم درکند. در آن ذخیره می
هر  در واقعدهد. را با حرکت ذرات پیشرو تطبیق می

 gbestxکل جمعیتسمت بهترین موقعیت به ذره

 خودش در گذشته و بهترین موقعیت موجود
ibestx 

که ذره یک موقعیت بهتر از  زمانیکند. حرکت می
را با بهترین  شموقعیت آنگاهکند هاي پیشین پیدا موقعیت

  .کندموقعیت موجود بروزرسانی می
الگوریتم با انتخاب  سازي توسطآیند بهینهآغاز فر

 عبارت دیگر،به تصادفی است. ةذرnجمعیتی شامل 
 ivو یک بردار سرعت ixانام یک بردار مکi ةذربه
سپس، در هر تکرار  گیرد.تعلق میصورت تصادفی به

عت جدید و سر هايبردارسازي، از فرایند بهینه
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 حاسبهزیر م کمک روابطبه این ذره موقعیت جدید
  شود:می

9             
1

1 1

2 2 i

it it it
i i gbest i

it
pbest i

v wv r c x x

r c x x

     
   

  

10                                 1 1it it it
i i ix x v    

 یادگیري ترتیب فاکتورهايبه 2cو 1cکه در آن 
شامل  هايبردار 2rو  1rاجتماعی و شخصی هستند. 

 wهمچنین  .باشندمیبین صفر و یک  اعداد تصادفی
ثیر سرعت مرحله قبل را بر أکه توزن است  پارامترنیز 

معناي شماره تکرار به itکند وعیین میتسرعت جدید 
  .]33[است 

ضرایب شدت بهاز آنجا که رفتار الگوریتم مذکور، به
1c 2 وc وw  و حتی روابطv وx ،وابسته است 

بهبود عملکرد آن محققان زیادي فعالیت  ۀدر زمینلذا 
بهبودیافته از  ۀیک نسخ HEPSOاند. الگوریتم کرده

ترکیب  ةسازي است که از ایداین روش بهینه
در ]. 34[است  هاي دیگر با آن استفاده کردهالگوریتم
جاي یک مقدار پارامتر وزن به،  HEPSOالگوریتم
نظرگرفته شده است  صورت یک تابع نمایی درثابت به

]34 .[  

11
 

 

1( ) 0.4,0.9
1 1.5exp( 2.6 )

0,1

w f
f

f

 
 

   
12                          min

max max

0,1gd d
f

d d


 


   

13        2

1, 1

1 ( )
1

N D
k k

i i j
j j i k

d x x
N   

 
    

تعداد متغیرهاي جمعیت و  ةترتیب اندازبه Dو  Nکه 
موقعیت اقلیدسی بهترین  ۀفاصل gdباشد. می مورد نظر

بیشترین و  maxd و mind از دیگر ذرات است وکل 
 در مقایسه با تمام ذرات است. idر کمترین مقدا

ها فاکتورهاي یادگیري چنین، براي بهتر شدن جوابهم
  شوند:این صورت تعریف میبه

14    
1 1 1 1

2 2 2 2

( )( )
max

( )( )
max

i i f

i i f

itc c c c
iteration

itc c c c
iteration

  

  
 

فاکتورهاي یادگیري  ۀمقادیر اولی 2icو  1icکه در آن 
  itمقادیر نهایی آنها هستند. همچنین 2fcو 1fcو 
maxتکرار جاري و  ةمعناي شماربه iteration 

رارها است. طبق این معناي بیشترین تعداد تکبه
صورت خطی به 2cو  1cتعاریف، مشخص است که 

  یابند.ترتیب کاهش و افزایش میبرحسب تکرار به
همچنین در این الگوریتم، دو عملگر براي بهبود دقت 

  ها و افزایش سرعت الگوریتم پیشنهاد شده است.جواب
ل، از الگوریتم ژنتیک الهام گرفته شده است عملگر او

صورت زیر تغییر یافته هکه براساس آن بردار سرعت ب
  است:

15 1 2( )
2

it it it it
i gbest pbest i i

cv rand x x x      
دار بهترین منبع غذایی معرفی شده و عملگر دوم، از بر

در الگوریتم کلونی زنبور عسل، براي بهبود نتایج کمک 
  گیرد:می

16         ( 1) ( ) (2 1)

( ( ) ( ))

d d
i i

d d
i j

x it x it rand

x it x it

    


  

 ]D و1[ ةیک عدد تصادفی صحیح در باز dکه در آن 
است. در  N] و1[یک عدد تصادفی صحیح بین  نیزj  و

این الگوریتم، براي هر یک از این عملگرها یک احتمال 
آنها موقعیت ذره قوع تعریف شده است که با توجه بهو
iشود.ام با استفاده از یکی از روابط بالا بروز رسانی می  

  روش انجام
هاي تفاضل محدود و در این مقاله، با ترکیب روش   

)تقریبی متغیر  ۀمحاسببه ،HEPSOالگوریتم  , )x t 
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شرودینگر  ۀشود. در گام اول، تعریف معادلپرداخته می
سازي یک تابع هدف مناسب براي فرآیند بهینه عنوانبه

شود که ض میشود. بدین منظور فرتعریف شده می
)بردار  , )x t  در راستاي محورهاي ,x a b  و

 ,t c d دو بعدي به جزءهاي  ۀتعریف و این ناحی
شود. در نتیجه، یک فضاي تقسیم می tو  푥∆یکسان 

آید که موقعیت هر بندي شده دو بعدي بوجود میشبکه
صورت تعریف شده نقطه یا گره در هر راستا بدین

  است:
( ) 0,1, 2,...x i a i x i M     
( ) 0,1, 2,...,t j c j t j N     

ها در این ناحیه برابر است بارو، تعداد گرهاز این

( 1) ( 1)M N   عددي تابع . مقدار ,x t 
عنوان ها بههرکدام از این گرهبهتخصیص داده شده 

نحوي سازي شده و بهمتغیر طراحی وارد الگوریتم بهینه
شوند که معادلۀ حاکم حداقل شود. در تقریب زده می

آید که مقدار ها بوجود میواقع، ماتریسی براي گره
عددي هر عنصر از این ماتریس همان مقدار تابع 

  مذکور است. ۀشرودینگر در نقط
یک تابع هدف مناسب، از بدیل تابع شرودینگر بهبراي ت

صورت زیر به 6و  5روش تفاضل محدود و روابط
  استفاده شده است:

ابتدا، عبارت 
2

2x



تفاضل محدود مرکزي  ۀوسیلبه 

  :]35[شود تخمین زده می xدوم در راستاي  ۀمرتب

17                     1,
2

, 1,

2 2

2
i j i j i j

x x

     


 
   

سپس، 
t



تفاضل محدود  ۀوسیلبه ،tنیز در راستاي  

  شود:اول تقریب زده می ۀپیشرو مرتب

18                                   , , 1i j i j

t t
  


 

   

شکل زیر با شرایط مرزي مشخص شرودینگر به ۀمعادل
  رفته شده است:در نظر گ

19   
2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x t x ti B x t x t
x t

 


 
 

 
   

خواهیم  20ۀدر معادل 19و  18گذاري معادلات با جاي
  داشت:

20  
1, , 1, , , 1

2

2

( , ) ( , )

i j i j i j i j i ji
x t

B x t x t

    



  
  

 
   

شکل زیر قابل صورت، تابع هدف گسسته شده بهدر این
  بیان است:

21    

   
1,

1 2

, 1, , , 1
2

,

2
,

2 2
0, 1 , 2

,

2
,0

( ) ( )
2

(

( , ) )

( ( )) ( ( ))

( ( ))

i j

i i

i j i j i j i j

i j

i j

j j M j j
i j

i i

E u x E u x

i
x t

B x t

g t g t

f x



    



  



  





 

  






    







  

 fمقادیر شرایط مرزي و  2gو  1gفوق، ۀدر رابط
هاي مربوطه مشخص مقادیر شرایط اولیه را براي گره

ضریب پنالتی است که براي  سازند. همچنین، می
ارضاي شرایط مرزي و شرایط اولیه در نظر گرفته شده 

i,است. نهایتاً، مقادیر  j هاي میانی و مرزها براي گره
  شود.شود که مقدار تابع فوق حداقل نحوي یافت میبه
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   نتایج
نگر در ادامه، در چند حالت مختلف، تابع موج شرودی   

و با استفاده از الگوریتم  مورد بررسی قرار گرفته
HEPSO مشخص  ۀمقادیر عددي توابع، در ناحی 

و با شرایط مرزي متناظر محاسبه شده است. مقدار خطا 
قدر مطلق اختلاف  براي هر تابع با استفاده از میانگین

حل دقیق در دست آمده از روش پیشنهادي و مقادیر به
هر نقطه محاسبه شده است. با توجه به اینکه در نظر 

باعث گرفتن یک مقدار بزرگ براي ضریب پنالتی 
ثیر بیشتري روي تابع شود که بخش شرایط مرزي تأمی

ها زودتر یافت آن گرههاي مربوط بههدف داشته و پاسخ
100 شوند لذا در این مقاله ضریب پنالتی برابر  

در نظر گرفته شده است. بررسی نتایج حاصل نشان 
هاي مرزي است هدهند که کمترین خطا مربوط به گرمی

ارضاء شرایط مرزي با دقت بالا  که این نشان دهندة
  است.

صورت حالت بندي متفاوت بهدر هر مثال، سه تقسیم
0.5xاول  t     و حالت دوم

0.25x t     0.25و حالت سومt   با
0.125x   در نظر گرفته شده است. از آنجا که

ثیر ولیه بر سرعت همگرایی الگوریتم تأجمعیت ا ةانداز
ذره در  200الگوریتم برابر  ۀسزایی دارد، جمعیت اولیهب

لگوریتم، با نظر گرفته شده است. اما تعداد تکرارهاي ا
توجه به پیچیدگی توابع براي هر حالت متفاوت است. 

ها کمتر باشد، تابع هدف در واقع، هر چه تعداد گره
تعداد جملات (مجهولات) کمتري دارد، پس سرعت 

تعداد تکرارهاي کمتري در همگرایی بیشتر شده و به
گره،  9سازي لازم است. لذا در حالت اول با فرایند بهینه

گره،  36، در حالت دوم با 60000تکرارها برابر با تعداد 
گره،  45و حالت سوم با  400000تعداد تکرارها برابر با 
 در نظر گرفته شده است. 800000تعداد تکرارها برابر با 

  اول مثال
صورت زیر در این مثال، شرایط اولیه و مرزي به   

  اند:لحاظ شده

22                    

2

( , 0) 0
cosh
exp( )(0, ) 0
cosh 0
exp( )(1, ) 1
cosh1

2 tanh 2

ix t
x

i itt x

i itt x

B x







 

 

 

 

  

  
  .براي مثال اول x=5/0مقدار حقیقی تابع شرودینگر در راستاي  .1شکل

 

 .ولبراي مثال ا x=5/0مقدار موهومی تابع شرودینگر در راستاي  .2شکل

 24شکل معادلۀصورت، حل دقیق مسئله بهکه در این
  خواهد بود:
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23                                 exp( )( , )
cosh

i itx t
x

   

گرهی متفاوت که در قبل بیان شد،  براي سه نوع توزیع
 2و  1هايپیشنهادي در شکل نتایج حاصل از روش

  اند.ترتیب براي مقادیر حقیقی و موهومی ترسیم شدهبه
نشان داده شده است،  2و  1هايطور که در شکلهمان

دست آمده بر روي نقاط مرزي براي هر هاي بهجواب
نشان دهنده  هستند، که یهایسه حالت منطبق بر جواب

0.5xارضاء شرایط مرزي است. در حالت  t    

ها زیاد بین آن ۀها و فاصلدلیل تعداد خیلی کم گرهبه
خطاي ناشی از تقریب روش تفاضل محدود زیاد شده 

سازي ین وضعیت الگوریتم بهینهاست. گرچه در ا
 تر عملدلیل کم بودن تعداد متغیرهاي طراحی دقیقبه

هاي دوم و سوم، چون تعداد کرده است. اما در حالت
ها بیشتر شده است، خطاي ناشی از تفاضل محدود گره

عملکرد الگوریتم کندتر شده و  کمتر اما در عوض
تعداد تکرارهاي بیشتري براي یافتن همین دلیل، بهبه

  نیاز است. هاي بهینهجواب

  دوم مثال
کند، ودینگر صدق میشر ۀزیر که در رابط ۀاگر معادل   
  عنوان حل دقیق در نظر گرفته شود:به

24                           ( , ) sin exp( )x t i x it  

 ۀصورت معادلد بهتواننگاه، شرایط مرزي حاکم میآن
  بیان شوند. 26

  براي مثال دوم x=5/0مقدار حقیقی تابع شرودینگر در راستاي  .3شکل

  

  .براي مثال دوم x=5/0. مقدار موهومی تابع شرودینگر در راستاي 4شکل

25                   

( ,0) sin 0
(0, ) 0 0
(1, ) sin1exp( ) 1

2

x i x t
t x
t i it x

B





 
 
 

 

 

مقادیر حقیقی و موهومی جواب  4و  3هايدر شکل
هاي دست آمده از روش حل پیشنهادي با پاسخبه

گونه که از اند. همانحاصل از حل دقیق مقایسه شده
آید، در این حالت نیز ها بر مینمودارهاي این شکل

اند. همچنین، در خوبی ارضاء شدهزي بهشرایط مر
0.5xحالت  t    دلیل کم بودن تعداد به

تر عمل سازي دقیقمتغیرهاي طراحی الگوریتم بهینه
ها هاي دوم و سوم چون تعداد گرهکرده است. در حالت

بیشتر شده است خطاي ناشی از تفاضل محدود کمتر 
تر شده و م ضعیفملکرد الگوریتاما در عوض ع
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تعداد تکرارهاي بیشتري براي یافتن همین دلیل بهبه
هر حال، روش پیشنهادي نیاز است، اما به جواب بهینه

خوبی هاي مسأله را بهتوانسته است الگوي جواب
  بینی کند.پیش

  سوم مثال
صورت توابع نمایی در این مثال، شرایط اولیه و مرزي به

  اند:در نظر گرفته شده

26                   

( ,0) exp( ) 0
(0, ) exp( ) 0
(1, ) exp( 1) 1

0

x i x t
t i it x
t i it x

B





 
 
  



   

 28ۀشکل معادلصورت، حل دقیق مسئله بهکه در این
  خواهد بود.

28                             ( , ) exp( )x t i it x    

.براي مثال سوم x=5/0مقدار حقیقی تابع شرودینگر در راستاي  .5شکل

  
  .براي مثال سوم x=5/0مقدار موهومی تابع شرودینگر در راستاي  .6شکل

براي سه نوع توزیع  6و  5هايطور که در شکلهمان
هاي مرزي گرهی متفاوت نشان داده شده است، پاسخ

اند. در حالت دست آمدهالایی بهبا دقت بسیار ب
0.5x t    ها، زیاد بین گره ۀدلیل فاصلبه

خطاي ناشی از روش تفاضل محدود براي 
سازي سازي معادلات بر دقت الگوریتم بهینهگسسته

0.125xغلبه کرده است. اما در حالت   و 
0.25t  که دقت معادلات گسسته شده افزایش نبا آ

دلیل افزایش تعداد مجهولات، الگوریتم یافته است اما به
بینی ها را با دقت بالا پیشسازي نتوانسته همۀ آنبهینه

0.25xکند. در وضعیتی که  t    تعادلی بین دقت
سازي ذرات کاوشگر روش تفاضل محدود و بهینه

ن خود سبب افزایش دقت کلی برقرار شده که ای
  هاي پیشنهادي شده است.جواب

  
  .. تغییرات میانگین تابع هدف برحسب تکرار براي مثال اول7شکل

  
  . تغییرات میانگین تابع هدف برحسب تکرار براي مثال دوم8شکل
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  . تغییرات میانگین تابع هدف برحسب تکرار براي مثال سوم9شکل

راي بهترین ذره برحسب همچنین، تغییرات تابع هدف ب
، 1هايترتیب براي مثالبه 9و  8و  7هايتکرار در شکل

  اند. نشان داده 3و  2
رات تابع هدف برحسب یطور که از نمودارهاي تغیهمان

ها در تکرارهاي تکرار مشخص است براي تمامی حالت
اولیه اختلاف بین مقدار واقعی و مقدار عددي بسیار 

تعدا تکرار، پارامتر وزن و  زیاد است و با افزایش
سمت فاکتورهاي یادگیري باعث همگرایی به

نتیجه، این اختلاف نیز کمتر  هاي بهتر شده و درجواب
ها کمتر است شود. همچنین، در حالتی که تعداد گرهمی

سمت نقطه بهینه حرکت الگوریتم با سرعت بیشتري به
ار تعداد تکرکند و براي یافتن بهترین جواب بهمی

  کمتري احتیاج است.
هاي دقیق با نتایج جواب ۀبراي مقایس 1در ادامه، جدول

عددي آورده شده و کمترین خطا و میانگین خطا براي 
طور که انتظار هر حالت در آن ثبت شده است. همان

رفت بیشترین مقدار خطاي میانگین در حالت می
0.5x t     و کمترین آن در حالت

0.25x t    ها است. لذا، در حالتی که تعداد گره
تر هستند. همچنین کمترین مناسب باشد نتایج دقیق

0.5x حالتخطا مربوط به t     و نقاط مرزي

سازي الگوریتم بهینه عملکرد دقیق ةاست که نشان دهند
 است در این وضعیت است. در مجموع نتایج موجود

دهنده موفقیت روش پیشنهادي در در این جدول نشان
  هاي مسئله است.این مقاله براي پیدا کردن جواب

دست آمده از روش پیشنهادي براي هاي به. خطاي حاصل از پاسخ1جدول
  .سه نوع تقسیمات گرهی در سه مثال معرفی شده

  مثال  حالت  کمترین خطا  میانگین خطا
37.249 10 0.00 0.5

0.5
x
t

 
 

   

21.227 10  121.289 10  0.25
0.25

x
t

 
 

  اول  

28.910 10  112.006 10  0.25
0.125

x
t
 
 

    

34.26 10  0.00   0.5
0.5

x
t

 
 

   

29.991 10   134.768 10   0.25
0.25

x
t

 
 

  دوم  

29.210 10   143.058 10   0.25
0.125

x
t

 
 

    

21.106 10  0.00  0.5
0.5

x
t

 
 

   

22.831 10  137.039 10  0.25
0.25

x
t

 
 

  سوم  

11.693 10  112.553 10  0.25
0.125

x
t

 
 

    

سأله بررسی عملکرد و مقایسه براي یک م
  واقعی

یک بعدي  ۀواقعی ذره در جعب ۀدر این بخش، مسأل   
روش عددي پیشنهادي در این تحقیق حل شده  ۀوسیلبه

دست آمده از روش ههاي بو نتایج حاصل با پاسخ
اند. در این حالت، فرض تفاضل محدود مقایسه شده

صورت آزاد و داراي هب  [0,1]شود ذره در ناحیهمی
و بیرون از این ناحیه، پتانسیل مقدار  پتانسیل صفر است

صورت شرایط مرزي و شرایط نهایت دارد. در اینبی
 ]:36شوند [صورت زیر در نظر گرفته میاولیه به
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27                              
 

( ,0) 2 sin( )
(0, ) 0
(1, ) 0

0 0,1
Otherwise 

x x
t
t

B

 







  


  

کمک ، نتایج حاصل از حل این مسأله به10در شکل
دست هاي بهاستراتژي پیشنهادي در این تحقیق با پاسخ

آمده از روش تفاضل محدود معرفی شده در مرجع 
هاي اند. این نمودارها نزدیکی پاسخ] مقایسه شده36[

ر را نشان داده و توانایی دو روش مذکوارائه شده به
  رساند.اثبات میروش عددي ترکیبی جدید را به

  
ذره در  براي مسألۀ t=5/0مقدار حقیقی تابع شرودینگر در زمان  .10شکل
  .جعبه

  گیرينتیجه
روش  ۀدر این مقاله، یک روش ترکیبی جدید بر پای   

براي حل  PSOتفاضل محدود و الگوریتم بهبود یافته 
زمان ارائه شده است. شرودینگر وابسته به عددي تابع

شرودینگر با استفاده از  ۀاین منظور، در ابتدا، معادلبه
روش تفاضل محدود و با کمک ضریب پنالتی 

عنوان یک تابع هدف مناسب در سازي و بهگسسته
بندي معرفی شده است. سپس، از یک فضاي شبکه

شگر نام تجمعی ذرات کاوسازي بهالگوریتم بهینه
)HEPSOتحلیل مسأله موردنظر در سه مثال با سه ) به

بندي متفاوت و یک مثال واقعی (ذره در نوع تقسیم

سازي جعبه یک بعدي) پرداخته شده است. نتایج شبیه
ها ها کم و فاصلۀ بین آندهند که اگر تعداد گرهنشان می

زیاد باشد، آنگاه خطاي حاصل از معادله گسسته شده 
رود. از طرف دیگر، با ضل محدود بالا میروش تفابه

ها، تعداد مجهولات دامنه حل مسأله افزایش تعداد گره
تعداد بسیار سازي بهشوند و لذا الگوریتم بهینهزیاد می

ها را کاهش زیادي تکرار نیاز دارد تا بتواند خطاي پاسخ
هاي پاسخیابی بهدهد. بنابراین، لازم است جهت دست

حل مسأله  ۀهاي ایجاد شده در دامنبین گره با دقت بالا،
 ۀطور کلی، مقایسیک مصالحه برقرار شود. به

دست آمده با حالت دقیق و سایر هاي بهجواب
هاي عددي بیانگر موفقیت این روش در حل روش
  .زمان استشرودینگر وابسته به ۀمسئل
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