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Abstract 
In order to show the effects of different degrees of expansion of the imaginary time propagation 
operator on convergence, the imaginary time propagation method is used, for example, for a 
simple harmonic oscillator. Considering the potential energy, the wave function of the ground 
state of the system as well as the wave function that is close to the wave function of the ground 
state of the system can be seen that each time the imaginary time operator is applied, the wave of 
initial guess function approaches the wave function of the ground state of the system. Examining 
the different levels of expansion of the operator, it can be seen that the higher the level used, the 
less repetition of the operations of this operator to reach the wave function of the base state of the 
system. The Monte Carlo computational method was used to calculate the integrals. Finally, this 
method has been tested on the hydrogen atom to investigate the physical problem. 
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 ۀحاسبم براي تقریبات در روش انتشارگر زمان موهومی ۀثیر مرتبأتبررسی  

  حالت پایهموج تابع 
  ، فریده شجاعیمحمودآبادي میرزایی ندا بهشتی راد، وحید

  دانشکده فیزیک، دانشگاه شهید باهنر کرمان، کرمان، ایران
 12/05/1400پذیرش:               07/04/1400ویرایش نهائی:               02/10/1399دریافت: 

10.22055/JRMBS.2021.17016Doi link:   
  دهیچک

طور هب یروش انتشار زمان موهوم یی،همگرا يرو بر بسط عملگر انتشار زمان موهومیمراتب مختلف  راتیثأت چگونگیمنظور به
 ستمیس ۀیپا تابع موج حالت ،لیپتانس يبا در نظرگرفتن انرژرود، که انتظار می .نوسانگر هماهنگ ساده استفاده شده است يبرامثال 

ابل مشاهده ق بتوان به تابع موج حالت پایه دست یافت.، باشد کینزد ستمیس ۀیکه به تابع موج حالت پا یتابع موج نیو همچن
 یسدر برر .شودیم کینزد ستمیس ۀیبه تابع موج حالت پا هیاولحدس تابع موج  یاست که با هر بار اعمال عملگر زمان موهوم

به  دنیعملگر تا رس نیتکرار اعمال ا ،توان مشاهده کرد که هر چه از مراتب بالاتر استفاده شودیم زینعملگر  بسطمراتب مختلف 
در نهایت  .استفاده شده استمونته کارلو از روش محاسباتی ها انتگرال ۀمحاسببراي  .کمتر خواهد بود ستمیس ۀیپاتابع موج حالت 

 هیدروژن امتحان شده است.فیزیکی این روش روي اتم  ۀبراي بررسی مسئل

 ايذرهسب يهاستمیس موهومی،عملگر زمان  هومی،روش انتشار زمان مو ،ستمیس ۀیحالت پا، نگریشرود ۀمعادل :واژگاندیکل

 مقدمه

ایه ابع موج حالت پقیم تتطور کلی، پیدا کردن مسبه   
بس  کاري یکوآنتومیک سیستم  از هامیلتونین براي

قیقی د حل نسبتاً و تنها براي چند سیستم ،دشوار است
ترفندي ریاضی چند دهه است که، د. براي آن وجود دار

طوري که شرودینگر انجام شده، به ۀبر روي معادل
توان تابع موج حالت پایه و انرژي پایه را با دقت می

 عنوان انتشارگردلخواهی تقریب زد. این ترفند که به
معروف است، شامل جایگزین  )ITP(1زمان موهومی 

                                                        
  :نویسندة مسئولfshojaei@uk.ac.ir  
 

1 The Imaginary Time Propagation(ITP) 
2 Gross-Pitaevskii 

جاي زمان واقعی در معادله نمودن زمان موهومی به
روش انتشارگر موهومی در ]. 1[ باشدشرودینگر می

هاي اخیر مورد توجه دانشمندان در میدان ۀچند ده
در فیزیک و ریاضی قرار گرفته  مختلف علوم خصوصاً 

ها مفید واقع شده در بیشتر زمینه ITPاست. روش 
گر زمان انتشاراز روش  سیو چین و همکاران است.

 دانشرودینگر استفاده نموده ۀموهومی براي حل معادل
. در کار دیگري سیو چین با استفاده از زمان موهومی ]1[

ۀ پرداخته است. آنها با حل معادل )(2GPحل معادله به
GP میعانات را  ۀدر زمان موهومی خواص حالت پای
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 بسط با استفاده از راسنن لوکو و]. 2[ اندنمودهتعیین 
شرودینگر  ۀالگوریتم انتشارگر زمان موهومی معادل

اي . در مقاله]3[ انداي را در دوبعد حل نمودهذرهتک
با استفاده از انتشارگر زمان  دیگر بادرو همکاران

شرودینگر را با  ۀمقدار معادلموهومی مسئله حل ویژه
ی با ه وطرح شکافتگهاي اصلاح شداستفاده از پتانسیل

. ]4[ اندضرایب حقیقی مثبت مورد بررسی قرار داده
هاي تحقیقاتی و محققین بسیاري از این روش در گروه

 استفاده کردند. بعديسهبعدي، دوبعدي و فضاي یک
ه ک یتوان هايروش مشابه عنوانبه تواندمی ITPروش 

از  .]5[ اند در نظر گرفته شودشناخته شده یخوببه
تراز  ۀعنوان یک ابزار مهم براي مطالعبه ITPروش 

اند شدت برانگیخته شدهها و توابعی که بهانرژي طیف
 رد،توان استفاده کمی یکوآنتومدي هاي دوبعدر سیستم

از این روش  1یکوآنتومعنوان مثال در مبحث آشوب به
براي بررسی توابع موج دوبعدي برانگیخته و ترازهاي 

حل معادلات و این روش به شود.استفاده میانرژي 
همچنین  .]6،7[ کندکمک می 2ايذرهبندي بسفرمول
تواند ابزاري براي حل معادله دوبعدي می ITPروش 

مقداري باشد. از این ابزار براي بررسی ساختارهاي ویژه
 .]8[ شودها استفاده میالکتریکی، محاسبات و رسم آن

حل معادله  قويیک روش  ITPاینکه روش با توجه به
هاي کاربردي در حل عنوان یکی از روشکه بهاست 

ات در برخی مطالع شرودینگر قابل استفاده است. ۀادلعم
مراتب بهتري نسبت سرعت به ،انجام شده این روش

هاي بیشتري به دارد اما با تعداد گام 3روش لانکززبه

                                                        
1 Quantum Chaos 
2 Multiparticle 

سرعت  ۀلی نزدیک خواهد شد. مقایسجواب اص
 ۀرتبماي، تا ذرهبعدي تکسه روي یک سیستمهمگرایی 

 ITP. روش ]9[ اندچهار مورد بررسی قرار گرفته
توانایی بسیار خوبی در حل ریاضیاتی معادلاتی دارد که 

. همچنین ]10[ هاي مغناطیسی سروکار دارندبا میدان
]. 9توانایی خوبی براي حل مسائل چندبعدي دارد [

 این است که با هر گرفتن زمان موهومیمزیت در نظر 
Heاگر عملگر ،ایط اولیهشر   مکرراً روي تابع موج

حدس اثر داده شود زمانی که    آنگاه جواب
 فکر اصلی روش شود.سیستم همگرا می ۀحالت پایبه

ITP  اعمال عملگرHe  است  به تابع موج اولیه
( غیرصفر ۀاي که همپوشانی آن با تابع موج پایگونهبه

0 0| 0E  (  .ذکر است که نماد لازم بهباشد

0   0وE ترتیب، معرف تابع موج اولیه و تابع به
 روش در حل نیاستفاده از ا تیاهمباشند. موج پایه می

 انینماجایی  يبعدسه يدر فضا نگریشرود ۀمعادل
 نیچن يبرا وجود دارد.نقطه  610از  شیکه ب شودیم

مثل حل  یسیمعمول ماتر يهاروش یگبزرهاي  4مش
 نیترکم چرا که در ،ندارند ییکارامقداري ویژه ۀمعادل
 يهاسیماتر ضرب يبرداریسیماتر يهامرتبه
512512512   اریروش بس نیا نیو بنابراوجود دارد 

از  يادیتعداد ز لیدل نیهمبه ،کندیکند عمل م
 یدنبال روش انتشار زمان موهومبه یقاتیتحق يهاگروه

  .]11[ هستند نگریشرود ۀدر حل معادل آنو استفاده از 

  

3 Lanxess 
4 Mesh 
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  تئوري
بیتی، غیر نس یکوآنتوممکانیک  ۀدر فرمولبندي نطری   

| وضعیت یک سیستم توسط بردار حالت   در
حالت  tشود. در هر لحظه فضاي هیلبرت توصیف می

|سیستم توسط  ( )t  ۀگردد. رابطمشخص می:   

1                      | ( ) ( ) | ( )i t H t t
t

 


 


  

شرودینگر وابسته به زمان بوده و بعد از  ۀبیانگر معادل
  :بردار حالت از رابطه 1ۀحل رابط

2                            | ( ) ( ) | (0)t U t  
  

0آید، کهدست میهب

( )

( )

t

i d H t

U t e
 




  عملگر

H گسترش زمان و
 .ا ب هامیلتونین کل سیستم است

ر د هامیلتونی سیستم مستقل از زمان باشدکه فرض این
ي دو اپراتور مستقل انرژتوان آن را بهفضاي هیلبرت می

Tجنبشی 


Vو پتانسیل  
 صورتبه:   

3   1
2, , ( ),NH T V T V V x     

      

تجزیه نمود، که در آن 
2

2
1

N

N
i ix


 

  لاپلاسعملگر 

 باشند.بردار موقعیت در فضاي بعدي می xو 

یک الگوریتم کلی براي  ،روش انتشار زمان موهومی
 1شرودینگر ۀاز جمله معادل ،مقدارئل ویژهحل مسا

در روش انتشار زمان موهومی با جانشین  باشد.می
itنمودن   نظر گرفتن هامیلتونین  با درو  1ۀمعادل

  :صورتمستقل از زمان به

4                         | ( ) | ( ) ,H   



  


 

جاي مشتق نسبت به زمان (در واقع بهشود. نوشته می
مان موهومی مشتق گرفته شده استزحقیقی، نسبت به 

H
it
 

 


استفاده  ITPایده و فکر اصلی روش ) 

Heمکرر از عملگر  ثیر عملکرد آن بر روي تابع و تأ
در  ITPباشد. براي اعمال روش موج حالت پایه می

باشد که براي هر حالت روشی میسازي نیاز بهشبیه

|دلخواه   ، عبارت|He     را محاسبه نموده
بهنجار و همگرایی را بررسی نماید. در  و هر حالت

Veنمایش موقعیت عملگر   و در نمایش
Teحرکت عملگراندازه  طور دقیق قابل محاسبه به

Teبوده اما محاسبه    در نمایش موقعیت نیاز به
   اي دارد.محاسبات جداگانه

  محاسبات
)ثیر عملگری تأبراي بررس    ) HG e   روي 

|  شکل ]1[ هاي متفاوتی ارائه شده استتقریب .
صورت ترکیب خطی از حاصلضرب ها بهکلی تقریب
Teعملگرهاي  وVe  شکلبه:  

5       

, ,
ˆ ˆˆˆ ( )

( )

i j i j
Ta b VH

i
i j

n

G e c e e

O





  



 

ic  ،,iباشد، کهمی ja  و,i jb  ضرایب ثابت بوده و
n  مرتبه تقریب برحسب پارامتر شکل باشد. می

 5ۀرابطآورده شده است.  1ها در پیوستکلی این تقریب
توان بیان کرد. هاي مختلفی میصورت طرحرا به
  :صورتترین آنها بهساده
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6         
ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆ 1

ˆ ( ) ( )
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G e e e O

e e O

  

 

 



  

 

  

 
  

 ۀاز نوع تقریب مرتب TVو VTطرح بوده و معروف به
منجر به تقریب  TVTو  VTVهاي اول بوده و طرح

  :دوم ۀمرتب

7                 
2 2

2 2

ˆ ˆˆ 2

ˆ ˆˆ 2

ˆ ( ) ( )

( )

T TV

V VT

G e e e O

e e e O

 

 





 



 

 

 

 
  

ز بالاتر را نی ۀهاي مرتبهمین ترتیب طرحشود. بهمی
 1در جدول 4ۀتا مرتبها توان نوشت که این طرحمی

صورتاي بهازاء هر حالت مرتبهبه اند.نشان داده شده

  

 مرتبه است. بیانگر nحالت وiکهمشخص شده است 
ترتیب طور مثال، بهبه TVنماد  شماره یک در جدول
گونه که در نماي اکسپوننشیال همان Vو  Tقرارگیري 

وابسته است، از طرف دیگر در دهد، نشان می 5ۀرابط
طبق روابط تانسیل مسئله، حسب پبر 1C ،1جدول

   :برگشتی

8     0 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ: , : [ ,[ , ]] .i i iC V C V T C V C     

  .]1[ شودتعریف می

]ˆˆ ،8ۀدر رابط , ]iT C جایی دو عملگر بیانگر جابه
  باشد.می

  

)هاي مختلف تقریبطرح .1جدول )iG   

ˆ ( )iG   طرح  ݅ 

ˆ ˆT Ve e    TV  1  

ˆ ˆV Te e    VT  2  

2 2
ˆ ˆˆT TVe e e

    TV T  3  

2 2
ˆ ˆˆV VTe e e

    VTV  4  

32 1
16 3 72 62 2

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆV V C VT Te e e e e e
       

  VTVCTV  5  

3 321 1
1 16 3 6144 2 2 144

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆV V VC T T Ce e e e e e e
         

  VCTVTVC  6  

3 3 321 1 1
1 1 16 432 3 108 6 4322 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆV C V C V CT Te e e e e e e e

           
  VCTVCTVC  7  

(3 3) (3 3)3 32 3 2 3
1 136 48 48 62 2

ˆˆ ˆˆ ˆˆ ˆTT C C TV Ve e e e e e e
         

  TVCTVCT  8  
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 همگرایی در این مقاله، براي نشان دادن اثرات تقریب
سازي شده روي شبکه یک بعدي شبیه ITPروش 

است. براي اینکار از پتانسیل نوسانگر هماهنگ ساده 
21 1

2 2( )V x x   استفاده شده است. براي این
   :صورتهتابع آزمون ب ،پتانسیل

9                    2
0 ( ) max{0,1 ( 1) }x x    

در نظر گرفته شده است. تابع موج حالت پایه برابر با 
2

2
0 1/ 4

1
( )

x

e


 شکل پتانسیل  1باشد. در نمودارمی

  و تابع موج حالت پایه رسم شده است.

  

  
  رسم نمودار پتانسیل و تابع موج حالت پایه .1شکل

براي این پتانسیل مقدار  7با استفاده از روابط برگشتی

1C برابر با:  

10           2 21 1
0 12 2 , .C x C V V x       

براي نشان دادن اینکه چگونه اثرات تقریب  خواهد شد.
صورت به ITPروي همگرایی اثر خواهد داشت، روش 

سازي از روش شبیه براي شود.سازي میعددي شبیه
 یو با روش )2پیوست( کارلو استفاده شده است همونت

 ]12[ یک بعدي در کار ژاکوب کوکاك ۀکه از شبک

که  ذکر استمقایسه گردیده است. لازم به ،استفاده شده
محاسبات بدین صورت انجام شده که با مفهوم روش 

دست انرژي به کمینۀوردشی سعی بر این بوده است که 
با رسم نمودار انرژي برحسب پارامتر  آید و این کار

ازاي آن انرژي شده است و مقدار پارامتري که به انجام
. براي نمونه یکی از استمدهآدست به ،گرددمی کمینه

)محاسبات که براي  )iG   انجام شده است، ذکر
گردد. در اولین مرحله، برطبق اصل وردشی در می

|مکانیک که انرژي هر حالت  کوآنتوم   بزرگتر یا
، سعی شده است باشدمی 0Eالت پایه حمساوي انرژي 

  :که رابطه

11                                 
ˆ| |
|

HE  
 

 


 
  

0Eمحاسبه نموده و نمودار  ITPرا در روش  E 
رسم شود. از روي نمودار مقدار مناسب  برحسب 

 در محاسبات بعدي مورد استفاده تا دست آمده به
تابع موج  4ۀطبق رابط ITPدر روش  شود.قرار گرفته

  :شکلبه

12                            | ( ) |He      

  :ۀو رابط 12ۀباشد. لذا محاسبات بر اساس رابطمی

13                              1
ˆ( ) ( ) ( )i j ix G x     

  :شکلوردشی به ۀانجام شده و رابط

14                
ˆ

1 1
ˆ

| |
ˆ ˆ( ) | | ( )

H
i i

H
j i j i

e

G e G
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V̂eعملگرهاي ۀدر هر تکرار محاسب شود.نوشته می  

و 
3 ˆ

iCe  کار راحتی بوده و براي محاسبه عملگر
T̂e  عملگر واحد | |dx x x I





   

  :ۀمورد نظر اعمال شده و از رابط ۀرابطبه

15                
2( )

ˆ 2
1/ 2

1| |
(2 )

x x
Tx e x e 



   

1jاستفاده شده است. در ابتدا با قرار دادن   و
0i صورتهب 14ۀرابط:  

16                     
ˆ

1 1
ˆ

1 0 1 0

| |
ˆ ˆ( ) | | ( )

H

H

e

G e G





 

   





 

 
   

نیز استفاده شده و در  13ۀنوشته شده که در آن از رابط

)1̂مقدار  1ةاین مرحله از جدول شمار )G   را جانشین
  :صورتبین اپراتور انرژي به نموده و عملگر یکانی

17      
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 17ۀبا انجام کمی عملیات رابط ،گرددجانشین می
  :صورتهب

18      
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شود. بعد از انجام محاسبات و با توجه به نوشته می
0Eانرژي 11ۀرابط E برحسب پارامتر زمان موهومی 
 رسم شده است 2در شکل.  

  
0Eاختلاف انرژي  .2شکل E  براي حالت

1 1 0
ˆ( ) ( ) ( )x G x    

گونه از نمودار مشخص است مقدار مناسب براي همان
2.2زمان موهومی  13ۀحال در رابط باشد.می 

1j 0وi   شکل، بهو با انجام محاسباتقرار داده:  

19        
1 1

ˆ ˆ
1 0 0

ˆ ˆ
1 1 1 0

( ) |
ˆ| ( ) | | |

| | |

V T
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x x

x G x e e

x e e dx x x

 

 

 

  



 


 



 

  

  

  

تابع موج  14ۀمرتب کردن جملات و استفاده از رابط و
  :شکلبه
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20       

1
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  رسم شده است.  3در شکل xبرحسب دست آمده که هب

 

1حالت  .3شکل 1 0
ˆ( ) ( ) ( )x G x   1̂براي( )G . 

براي بررسی اینکه چند تکرار لازم است تا تابع موج 
ات محاسب آزمون به تابع موج اصلی نزدیک شود، مجدداً 

دست آوردن انرژي و مشخص نمودن زمان موهومی هب
 و با قرار دادنم، تکرار ومینیم

1,2,3,4,...,9, 1i j تکامل تدریجی ، 13در رابطۀ
رسم  4در شکل xتابع موج بعد از هر تکرار برحسب 

  شده است. 

 

 

حالات مختلف  .4شکل
1 1

ˆ( ) ( ) ( )i ix G x   براي 
1

ˆ ( )G   و

1, 2,3, 4,...,9i . 

نیز مشخص است هر چه مرتبۀ  4چنانچه در شکل
ه دست آمده، بتابع موج بهرود نمودار تقریب بالاتر می

 همگرایی ۀمقایسشود. می ترتابع موج واقعی نزدیک

با روش  1̂Gتابع موج حدس به تابع موج براي عملگر
نشان داده شده  5کارلو در شکلاي و روش مونتهشبکه

  است. 
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ــه کــارلو  روش مونت
روش شـــبکه اي 
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0/0

0/2

0/4

0/6
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3(

x)

x

روش مونتــه کــارلو 
روش شــــبکه اي 

 
 

  
اي و روش روش شبکهتابع موج محاسبه شده به ۀمقایس .5شکل
,0کارلو الف: براي حالتمونته 1i j  1ب: براي حالت, 1i j 

,2، ج: براي حالت 1i j . 

مراتب از کارلو بهقابل مشاهده است که روش مونته
اي بهتر است چراکه سرعت همگرایی به روش شبکه

ب هرچه از مراتتابع موج اصلی سیستم بیشتر است. 
با  هیولا حدس عملگراستفاده شود تابع موج بسطبالاتر 

 کیزدن ستمیس هیبه تابع موج اول يتکرار اعمال کمتر
براي نشان دادن این موضوع محاسبات  .خواهد شد

6j براي  نشان داده  6انجام و نمودارها در شکل
0Eالف نمودار6شده است. شکل E  برحسب و

را نشان  6Ĝب همگرایی تابع موج براي عملگر 6شکل
   دهد.می

 

نمودار الف:  .6شکل
0E E حسببر ب: نمودار تابع موج

6jبراي  xبرحسب  0,1,2وi  

همگرایی تابع موج حدس به تابع موج براي  ۀمقایس

در کارلو اي و روش مونتهبکهبا روش ش 6Ĝعملگر 
  نشان داده شده است. 7شکل



     99                                                1400، پاییز3، شمارة11اي، دورةذرههاي بسمجلۀ پژوهش سیستم   

  

 
اي و روش روش شبکهتابع موج محاسبه شده به ۀمقایس .7شکل
6jبراي حالت: کارلومونته   :0الفi   :1بi   :2جi .  

براي داشتن یک دید فیزیکی از بحث مورد نظر و با 
مسائل پراکندگی تابع موج توجه به اینکه در حل 

کند، لذا مطالب ارائه نقش کلیدي را بازي میسیستم، 
دست آوردن تابع هروي اتم هیدروژن براي ب شده بر

 دلیل داشتنهموج پایه، اعمال شده است. اتم هیدروژن ب
بوده و  ايبرد داراي شرایط ویژهپتانسیل کولمبی بلند 

فرد کرده لذا در هبودن آن، مسئله را منحصر ب 1تکینگی
دقت بیشتري را مد نظر قرار داد.  این خصوص بایستی

Veˆعملگر  براي پتانسیل کولمبی  دلیل خاصیت به

                                                        
1 Singularity 

0rواگرایی بردار حالت، در مبدأ    مشکل ایجاد
تواند نرمالیزه شده و خارج از فضاي خواهد کرد که نمی

 که شکل کلی تقریب شامل آنجا هیلبرت خواهد بود. از

T̂eعملگرهاي   وV̂e   2و 1 ˆi
iCe    بوده و ماهیت

2عملگرهاي 1 ˆi
iCe   ها تنها این صورت است که آنبه

2 هايتقریب 1i  بخشند، لذا ام یا بالاتر را بهبود می
  شکل پتانسیل کولمبی و تعریف با توجه به

21       0 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ: , : [ ,[ , ]] .i i iC V C V T C V C      

ˆبراي عملگر
iC  براي پتانسیل کولمبی ترکیبی از

V̂eاپراتورهاي    3و
1̂Ce   از بینهایت بودن در مبدأ

 دستهجلوگیري خواهد کرد و یک بردار حالت نرمال ب
  ۀبراي تابع موج حدسی اولیه از رابط شود.آورده می

22               
2( )

0 ( ) ,
0.0483, 0.347, 0.25

rx e   
  

 
  

  

بعد از انجام محاسباتی مشابه با  استفاده شده است.
دلیل خاصیت نوسانگر هارمونیک، مشخص شد که به

 فرد بودن پتانسیل کولمبی بایستی از تقریبهمنحصر ب
 ماهیتبه  مناسبی استفاده کرد. بنابراین با توجه

2عملگرهاي  1 ˆi
iCe   اند، با که به پتانسیل وابسته

8با (TVCTVCT) چهارماستفاده از تقریب 
ˆ ( )G  

با  جواب مناسبی براي اتم هیدروژن مشاهده گردید.
 با انجام وات متفاوت لبراي حا 10ۀرابطاستفاده از 

و شد دست آورده هاي براي انرژي بمحاسبات رابطه
0Eنمودار E  برحسب را رسم گردید و از روي آن
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 تابع موج ۀبراي محاسبشد. دست آورده به minمقدار 
   ۀرابط از

23                               1 8
ˆ| ( ) |i iG      

و با انجام محاسباتی مشابه حالت نوسانگر،  استفاده
 مددست آدر حالات مختلف به روابطی براي توابع موج

5توابع  و نمودار ( )x،6 ( )x7و ( )x دست به
0، تابع موج حالت پایه و تابع موج حدسیهآمد ( )x 

  نمایش داده شده است.  8در شکل

  
براي عملگر نمودار توابع مختلف براي اتم هیدروژن،  ۀمقایس .8شکل

زمانی 
8

ˆ ( )G 4خط ممتد( )x ،0چین تابع موج حدسیخط( )x ،
چین تابع موج حالت پایه، خط نقطه  ۀنقط

5( )x خط دونقطه ،

6( )xخط کوتاه ،
7 ( )x.  

 أبدم در نزدیکی دلیل خاصیت پتانسیل کولمبیبه
 چه دهند. هرها رفتار متفاوتی از خود نشان میمنحنی

شود یتر مرود این رفتار کمرنگمیها بالا تقریب ۀمرتب
7منحنی ( )x تابع موج حالت پایه  رفتاري شبیه به

کمی رفتار متفاوتی  أهاي مبددارد اما هنوز در نزدیکی
   دهد.نسبت به حالت پایه از خود نشان می

  

  گیريبحث و نتیجه

طور که مشاهده شد روش انتشار زمان همان   
ترین موهومی، یکی از بهترین و در عین حال سریع

ریاضی، وار عملیات هاي مبتنی بر تکرار سريروش
تابع موج یک سیستم  ۀحالت پایبراي رسیدن به

هاي ریاضی این روش ممکن باشد. گرچه پیچیدگیمی
سازي جواب بر باشد اما پس از پیادهاست کمی زمان

سازي ریاضی این مطلوب را خواهد داد. براي پیاده
انتگرالی مورد بررسی و  ۀروش بایستی چندین مسئل
هاي موجود در راهبرد نتگرالحل قرار گیرند. براي حل ا

ریاضی روش انتشار زمان موهومی از روش 
شود. گیري مبتنی بر اعداد تصادفی استفاده میانتگرال

هاي راحتی پاسخکارلو ساده بهگیري مونتهروش انتگرال
کارلو در مقایسه روش مونته کند.مورد نظر را تأمین می

اي، هاي قدیمی دیگر از جمله روش شبکهبا روش
لاتري دقت با مراتب بالاتر و طبعاً سرعت دستیابی به

هاي با افزایش ابعاد تعداد محاسبات در روش دارد.
صورت توانی با ابعاد افزایش گیري معمول بهانتگرال
عنوان مثال اگر براي تخمین انتگرالی با کنند؛ بهپیدا می

محاسبه است  100خطاي مشخص در یک بعد نیاز به 
آنگاه اگر ابعاد مسئله دو و سه بعد گردد تعداد 

خواهد بود. در  1000000و  10000ترتیب محاسبات به
گیري مونته کارلو افزایش محاسبات با روش انتگرال

یابد؛ براي مورد مطرح صورت خطی افزایش میابعاد به
شده با افزایش ابعاد مسئله مورد بررسی از یک به دو و 

 300و  200ترتیب به به 100اسبات مورد نیاز از سه مح
  افزایش خواهد یافت.
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  1پیوست

  1انیبدون گراد بیتقر
 طعنوان بسبه یگاه هابیتقر یو عموم یشکل کل   

 صورتبه از عملگرها ياچند جمله

1                , ,
ˆ ˆˆ ( )i j i ja T b VH n

i
i j

e c e e O T        

ic،,iطوري کهبه شودینشان داده م ja و
,i jb هاي ثابت

تقریب براي پارامتر  ۀمرتبnغیر قابل تغییر هستند و 
  .ي، که گرید بیکار از تقر یراحت يبرااست
  شکلو به ی معروف استضربتک بیتقربه

2                  ˆ ˆˆ ( )i ia T b VH n
i

e e e O T        
 و iaدست آوردنبه ندیفرآ. شودیاستفاده مباشد، می

ib  شوند.مرحله بوده که در ادامه آورده میداراي چهار  

 نیشتیان يحسب نمادگذارعملگرها بر ضرب -1
  صورتبه

3                       , ,
1
2i i iiTV V V       

گذاري اینشتین نماد iV,( .شودیداده م شینما
  باشد.)می
 صورتبه ضرب عملگرها و برحسب  3بیتقر -2

4         1 1 1
1 1

ˆ ˆ ˆ1 ( )aT bVe e a T b V O         

  .شودیداده م سطب

 يحسب نمادگذارعملگرها بر ضربکمک به -3
کردن  سهیو مقا 2ۀو بسط عملگر در مرحل نیشتیان

دست به بیضرا، بخش به بخش دو سمت معادله
  .خواهند آمد

                                                        
1 Approximations Without Gradient 
2 Lie Splitting 

ند ما یباق يگریآزاد د ریمعادلات حل شد و متغ اگر -4
)ي برا دیدوم با ۀمرحل 1)n  تکرار شود.  

  صورتبهVTو TVهاي با شماتیک اول ۀمرتب بیتقر

5                          
ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆ 1

( )

( )

H T V

V T

e e e O

e e O

  

 





  

 

 

 
  

گفته  3تروتر ۀیا تجزی 2آن جداسازي لیخواهد بود که به
  شود.می

  دوم ۀمرتب بیتقربه VTVو TVTي هاکیشمات

6                     
ˆ ˆˆ ˆ 22 2

ˆ ˆˆ 22 2

( )

( )

T TH V

V VT

e e e e O

e e e O

 
 

 






  

 

 

 

  

جهت جلوگیري از  بیضرا اگر .شودیمنجر م
 ،محدود شوند یقیمثبت و حقمقادیر بهها نهایتبی
دوم  ۀتوان نشان داد که ضرب عملگرها فقط تا مرتبیم

 حاصل جینتا يقرارداد برا کی نیا. هستند فیقابل تعر
 یبیبالاتر ضرا يهاکیشمات .از مراحل ذکر شده است

 کیعنوان مثال شماتبه .کنندیم جادیو مختلط را ا یمنف
V T V TV  3ۀرابطسوم  ۀمرتب بیتقرمربوط به 

  صورتبه

7             31 1 2 2
ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ

3( )

b Vb V a T b V a THe e e e e e
O

   



    


   

  صورتبه مختلط یبیبا ضرا

8               
1

1 3 12

1 1
1 2 26 2

(3 3 ),

(3 3 ),

b b i

a a i b

  

   
    

  کند.ایجاد می
هوجود دارد ک طشر نیب بالاتر اترام يهایبتقر يبرا

(Re( ) 0ia  و(Re( ) 0ib  وترین رایج اگر چه 
رب ضکت تقریب بیصورت ضرابه طبس نیترساده

3 Trotter Decomposition 
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جام ان زیچندگانه ن يهاضرب يبر رو یاست اما مطالعات
 يهاضرب يمطالعه بر رو با  1شنگ .شده است
i,بیکه اگر ضرا دیرس جهینت نیاچندگانه به ja ،,i jb

دوم  ۀرتبم بیتقر تاً یدر نظر گرفته شوند نها مثبت icو 
  .]13[ دست خواهد آمدبه

  2پیوست
  کارلو مونته

 هايبراي حل انتگرال مقالهدر این روش محاسباتی    
مونته کارلو روش ، ITPایجاد شده در روش مدنظر 

هاي کارلو یک طبقه از الگوریتمهروش مونت .بوده است
نتایج خود بر  ۀکه براي محاسبد باشگر میمحاسبه

د. کنمی اتکا تصادفی هاي تکرار شوندهگیرينمونه
 کی سازيشبیه انجام براي اغلب کارلومونته هايروش
لیل دبه .شوندمی استفاده فیزیکی یا ریاضیاتی ۀسامان

و اعداد تصادفی یا  ها بر محاسبات تکرارياتکاي آن
ه شوند کاي تنظیم میگونهاغلب به تصادفی کاذب،

هاي استفاده از روشگرایش به. توسط رایانه اجرا شوند
خ دقیق پاس ۀشود که محاسبکارلو زمانی بیشتر میهمونت

. دهاي قطعی ناممکن یا ناموجه باشبا کمک الگوریتم
در مطالعه  کارلو مخصوصاً هسازي مونتشبیههاي وشر

آن تعداد زیادي متغیر با درجه  هایی که درسیستم
این  دو مرتبط وجود دارد مفید است،هاي دوبهآزادي
اي در ریاضیات مورد استفاده طور گستردهها بهروش

سنتی کاربرد این  ةیک نمونه استفاد. گیرندقرار می
خصوص اي معین بههها در برآورد انتگرالروش

 هاي مرزي پیچیدههاي چند بعدي با محدودهانتگرال
ترین مثال براي درك روش مونته کارلو است. ساده

                                                        
1 Sheng 

باشد. امروزه در ریاضیات، عدد پی تخمین عدد پی می
را با دقت بسیار زیاد معین و در محاسبات دقیق استفاده 

 کروش مونته کارلو، یکنند. براي تخمین عدد پی بهمی
عنوان محور افقی عدد تصادفی در دامنه صفر و یک به

)x( صادفی دیگر در دامنه صفر و یک و یک عدد ت
انتخاب شده آنگاه بردار  )y( عنوان محور عموديبه

عنوان حاصل از جمع این دو بردار به
1
22 2( )x y 

شود. اگر طول بردار حاصل کمتر یا مساوي با معین می
س این بردار داخل دایره یا روي أر ۀباشد، نقطواحد 

گیرد. در غیر این شعاع واحد قرار میمحیط آن به
صورت، خارج آن خواهد بود. در حالت قرار گرفتن 

عنوان یک راس بردار داخل دایره، این عمل به ۀنقط
ود، در شضربه موفق یا رویداد محتمل در نظر گرفته می

که شود. در حالتیمی غیر این حالت به شکست اطلاق
ها به این عمل بارها تکرار گردد، نسبت تعداد موفقیت

اي معادل نسبت سطح ربع دایره تعداد کل تکرارها
شعاع واحد به سطح مربعی به طول واحد است که به

ازي سمعیار دقیقی از عدد پی خواهد بود. فرایند شبیه
ابتدا . استمونته کارلو کمابیش مشابه با مثال ذکرشده

شده و سپس احتمال انجام یک  تولیدیک عدد تصادفی 
شود. رخداد با مقدار عدد تصادفی تولید شده مقایسه می

که عدد تولید شده، معیار احتمال را برآورده در حالتی
اي از فرایندها یا تحولات کند، یک فرایند یا مجموعه

تواند چند بار تکرار شود و میدهد. این روال رخ می
گیري تولید ازاي هر تکرار یک خروجی قابل اندازهبه

ها یا نتایج خروجی مجموعه آزمایش نهایت شود. در
  شود.تحت پردازش آماري قرار گرفته می
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