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Abstract 

Using a nonlinear optimization approach, this paper seeks to find optimal solutions for different 

states of nonsingular black holes in noncommutative space-time that include nonlinear constraints 

of the inequality type. In order to solve the nonlinear optimization problem resulting from the 

physical model, the successive quadratic programming method is used. In the mentioned 

framework, an optimal maximum solution of the Lagrangian uncertainty function is obtained for 

the particular values of free parameters of the problem, so that the optimal state is somewhat 

independent of quantum effects and the solution corresponding to the classical state is achieved 

in very short distances. In other words, the final stage of evaporation of black holes depends only 

in part on the inherent property of manifold in noncommutative geometry and is independent of 

the magnetic charge. However, the noncommutative effects, albeit trivial, are individually 

sufficient to generate remnants at the end of black holes' lifetime and prevent the classical solution 

from being singular on a microscopic scale of space-time. 
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��U; �� 	 $�� _9��� ,+0< a4��/  C�H _9c �� ��9�

� $+*@ $(��;<)+� �,�9c�,+ 2<� /�I; Z��; 

<U �S.2 ><2��0�< �*�0S; ,� ��� �9U	;��	&  ��<.� ,+

J9S��2 x<� '��4��*B2 *4 ]34[ .   

 $�3U�� ��)0� �� $�� C%?�$G��� SQP  ,� $(�2

 *0��K	���� ,)���.�*�H ��*Z ;��0%�� ��9� �%�� 

��0�9B-� SQP K	� %� /�G*H �*�� �� 2�/49 ,��9c 

�.����� �*�0q ;0�*B�� >�+-*+�42 �*� ��� -	� �-]���, 

� ��*Z*�;�%�� .0E; ^96T %��d�  ,U94 �-�U

�$G��� SQP % ,+ $�� >&0* �<� t�)� �-]����  ,+

��0< ,)��+  ���*H0F *.40� U���  
2�*H? '��4 %� C	�

)���, 	� �<�� *.40� ST; �	<3� %�0$�� � .$��0/ 

^96T�$  ,� *�)�0/�G� J�9U��� ����) -]��� -	��, 

�� 
2�*H? J��X� 	�,) 2�8 �;�9�	 .0H
;���  ��*� C�2

� ��)+ ������ �%�� ��0,2��� ?� %�0= � %� ���i���0/ 

� K	�;<���. �9B-�0�����  >9W�� *B0�<)4	%0F3� 

E�94�� 	 	0d9) �<� �A^�4  ,+*.4 %�0� (4*��  _	�

� ���i���;�<))+ �*B�� <a���;0 % 	 <)+0H�8B;5 

<)��� ]35[. K	�,�U %� *B0� ��� ,��2*��08� 

;ST -�9��; )SLP(6 ;2��% ��)4,+ ���B);  ��

,�9H��� @�2�� 2<�;  �<�� �� ������*B��;0  �(4*�

 C	��9� <��9T ]36[� .0/ �*� K	�� J�9U��� ����) 

R�,�9H*��� �*B��;0 (4*��  <)+ 	 _	�$��� <��9T .

'G� $�U �0/ dAE1� $G���� %� �SQP  �*��

;� ,+ <2*�H�� *.40� (4*��  C	���+ ;�<)+ ]34[. 

,�;� ,^AT �9c >�94	0H
;��� J9S�  K	�SQP 

 	$08�� ���,��0�9B-� /0� �*�H��+ ��  ��������%�� 

>��& >& ,� $(�2K	���� )W�� 	 ��*(��2�/  $D*�

�*B��;0 �*� $34 _9(Z =��Z0q ,� ���)� ��*��

4 Topkis and Vienott’s modification algorithms 
5 Zigzag  
6 Successive linear programming  
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$��0��; J�9U ,���� ���)� ,�-	�  	 /�)W�� J��X�

 
2�*H?���,)  �9�2 ,^AT'�U �� ,+<)�� 8H0,)��� 

��� �	� �G*H ��*Z J�7�2� ��9�$�� ,.   

� ��0/ % ���9� �,-�.�0* � ��,4*4�� ��*�; �;��2�0� :

 �7� ��<a�^94 ,� ��V � d?��a��>�< 

c�)g�	*�E-���;  ;ST*�R ���XG->��%��� /�E4�2 

�;%��*�0�H�*��H d�*e� .; � ���T��08 	�� �XG-

>��% �����9  ��,���� ��*� ��9�; � ��*Z;H��* .��s� 

���� +	���l) ��,-�W�� �����9 ��U�2,�U;0 a4 ����/ 

�;)+�� 	 ,� �9\)�0/�G� -�B` *e�; 
2�*H?� 	�� 

+	�� ���4��l) ,�34�= S���� aSZ C<D�$  �A^�

0,�G� �*�� >949G��� �<� ���4�� *c %� ,+0{ HUP 

�<� n�*7���� �<2�;%��*�0�� �� .0/ c�(4�� ������; 

��>� -�B`; 
2�*H?� RBH ^� 	= aSZ C<D�$ 

� ��E�&; .�9�/�)W���� ��,)�%��  ;ST*�R	� ��� 

� J�9U�,-�W����� /�E4�2  	 ,���PH �*U� ,�

J�9U��� ���,) �*� ��� $-�@��� ,� V�7� F�+

 K	�SQP �,$�� ;��	&0� �� . �7���02�;� ��20t 

��2;0 ,�� ,N��� ,^AT =E�; �,-�.� *��4*� �� .<2�*H

�5T���� 02�29;  .<2��� ����� ,� �4 *i^ ��<D� ,�

)W���/ �*�� H���;� ��<@�	 %�� (c�a; *a4 ��0V 

ℏ = � = � = �� = 1 ��*+ ���i����0�.  

6$�2�7�  *���� 8���29:;���  �

<��:���9����= ��� ��  

   � ��0/ *�� C�D =E� �� ��7�0F��� RBH  ��

	*+ >��.4�� �0���  �� ������ 	GR  �� ,+ ��NED 

�<� $iU��*� ��9� �<2�; � ��*Z;����1)+ �� �� .; 

^94 ,+�V� *H0��)�F 0F ��>�< �9T-12�*H; NED 

 ��GR � [	*� �$��;)+��:   

                                                           
1 Curvature scalar 
2 Lorentz invariant 

1                � = ��� � ��� � − ℒ(�)� �− !�" ,  

>& �� ,+ �� ��)32� *-�E��1  qT *6)D �� q(4*� %& 

;��
2�*H? ;-�B` 	 <���ℒ(�) '��4 F0 � ;ST*�R

��2�9- ����	�2 %� ��97-�2 �� = �� �%&�%& �$�� .

�E-� >�<�� �9�2�4;� ���� *0% ,S��� �� ;��c�)g�	*:�9�  

2                                            �%& = 2∇[%*&] ,  

  >& �� ,+*%� 4-;� =��2��� ���*� ,�E2 /0� .<���

;� �
2�*H? ;-�B` ,+ �*�H ��*Z ,U94 ��9� $�0��

;-9�+�� �2��� ,� V�aI ;��c�)g�	*�E-� >�<�� ��3 

;� =��<0��2� ;��B)� ;)a0 ,+� → 0:�0��� ��B2& �  

3                                    - ℒ(�) → �,ℒ. ≡ 0ℒ0. → 1 .           

 >�<�� d?��a�/��1)0�-NED �)+ %� t�)�1 

,�;� =^�@ *0% d�9^:<29�  

4                     �%  & = 22ℒ.�%3�&3 − 4%  &ℒ5 ,  

5                                      6%(ℒ.�%&) = 0 .  

_�@  F0 J�9U�<@;  C�D��*� ,-�W���� �� ����� ,+

 �	*+ >��.4 ��+*4,� ���0� ;��c�)g� ��� ��*��

 ;ST*�R �$��;� ��3-��)+:  

6    !78 = 9(:)!;8 − 9	�(:)!:8 − :8!Ω8,  

 >& �� ,+!Ω8 = !=8 + sin8 = !B8 *6)D ��S� 

 <@�	 �*+2- �<a� .$�� F0*�� '��49(:)  q�94

;� V0*a4 *0% ,S���:�9�  

7                                      9(:) = 1 − 8C(D)D ,  

 >& �� ,+E(:) �C*U '0%94 '��4 $��.  >�<�� �9�2�4

 �� ������ ����0� ,-�W���� F0 ��*� ;��c�)g�	*�E-�

 ����� �	*+ >��.42 i-���  :;)a0 �*i^ *�R�F�  	 �8
,� �� *f�)�� �>�<�� ��4*4 	 ;E0*�E-� ;D�a� ���

;� ;��c�)g� �d�9^ /0� �� .<���4- �� =��2��� ���*�

 �	*+ d�6�7�(;, :, =, B) ,� =E� 
3 Maxwell asymptotic 



   135              ���,)%��� R�ST*; 	�� J�9U��� ��,-�W����...�               � <��@ <���9� �<� >���E�� 	 

*% = − GHD 4%F − IJcos= 4%
  ���� �0��2

;��9�S��� �� .� ��9G IK  	IJ ,� ������ ��4*4

,� .<)��� ;��c�)g� 	 ;E0*�E-� d?��a� F�+5 �2  	

4-;� =��2��� ���*�,i-�� >�94 *i^ *�R ����%&  ��

,�� *0% d�9^,:��	& $��  

- �F� = − GeDLℒM  ,�8
 = Imsin= .                                              8    

 ;�34 =@ ,+ $�� *+� >�0��,� $+*@ d?��a� ��%�

2�H	� �������  t2*g� ����� ;��c�)g� 	 ;E0*�E-�

;� ��)0� �� �P- .$��J�9U ,� ����9T {�Z� ���

,-�W����b�0%��*s� ;��c�)g� ��� ��9�3� �� y�G*^ �� 

 :;)a0Ie = 0 b,� �� ,+ =�-� /0�NED /�E4�2 $D �

.$�� ;��c�)g� ��� %� ,���T*� q.G J�9U >�9�  ,�

�*B0� ;2���  ��)4 �5-�T ;��c�)g� ��+*4 F0 ��

���i- *i^ *�R,+ �  ;��c�)g�	*�E-� >�<�� �9�2�4 %�

;� ;Z��<2��� ���i- �8
 $��. �*�� N8U�d�  ;4�(��3�

��*�1 �;-�.� ,� >�94� ]22.�9�2 ,aU�*� [  ;��c�)g� ���

 ,-�W���� =+;� 8�2 ��>�94 S��� ���  *0%�9�2 ,N���:  

9                                              IN = ��� � !* .  

-��a� %� ���i��� ���5,� >�<�� d<� '�*� � d�9^� = 8GOLDP �,;� $��.<0&  

;� ���)� ;E08�G C*U '��4 F0 J�7�2� ��94 ;-�B` >�

 $-�@ ��*� �� �
2�*H?���	*+ >��.  =��� ,+ ���0�

 .�9�2 n�*7��� �<��� ;��c�)g� ������9�� C*U '��4 

]18[ :<0��2 ��I�� �� �9+P� q0�*� �4 $�� ���Z  

10                                         E(:) = NDQDQRSQ ,  

 >& �� ,+ℎ *�) ���9�� ��%& *������ �(_9c <@�	 ��@

� 	 ���� C�2q(4*  ��$�� ,-�W���� =+ ;��c�)g� ��� 

]32[ ��<.� .ℎ ,� �	<3� J�9U >9` b$�� $(�� ��<D�

,� ��)4 ,-�W���� �9U9� *������ /0� %� $(�� *0��.� ��%�

                                                           
1 Arnowitt-Deser-Misner mass 
2 Schwarzschild black hole 

.$��  _�@ '��4 ��@*� �
2�*H? ;-�B`:�  =@ ��

�*�� 	 >�<�� d?��a�S��� %� �*�H�7 ,� *0% d�9^

:$�� _96@ =��Z  

11                                       ℒ(:) = �DL UC(D)UD  ,  

���9�� ,-�W���� ��*� ,+ �,;�@�� S��� ��� 571� *0% 

;�:�9�  

12                                        ℒ(:) = 
NSQ(DQRSQ)L .  

,�;� �<0� ;2��& C*U $-�@ ��*� ,+ �9�ADM1  ��

^�G� ) $0��)��: → ∞ ;���e ��<.� ,� C*U '��4 �(

;� ���+ :;)a0 �<��0E(:) = W >��� 	 ,+ �9c

;� >& ��\�2�<��84��9� ,-�W���� �$G�2  ;��0%��

;�,� $.�.@ �� ,+ �9� �� /��1)0� d?��a� J�9U

�T ) ���� �����ℒ = 0 $-�@ ��*� /�)W�� .(ℒ = � ,�-�W���� J�9U� *280�� ;��c�)g� ������-

C	*����923 ;� :;)a0 �����E(:) = W − GOL8D ,+ �

,� ��\�2� �� {��S�0*\2 J�9U� /��1)0�- ����� _9�+��

;� .<)+  

 �������� 	�� >9� ��:�� �2<�:,2 �?�

 <�����  

   ;� ��7� /0� �� F0 *�e]4 ����9T K*��H ���T��

�XG 80� k��.� ��H<0� �� *f�)�� ,�G�0- �	� �� >��%

��U�2 �� .��0��2 =�34 ���9�� ,-�W����, $�U �� ;0�U

)��+ _9c k��.� /�����  �� _��a� �;4��√�  ��3-

;�,S.2 ���T�� F0 �/0�*��)� .��)+;�2 �� �� F0 �� >�94

��-� '0%94 '��4- >& ,E� ��9�2 �0*14 h�*0�,� �� F�+

�H '0%94 '��4|,E- ;� ,)��+ ��)�� �� ��√�  V�^94

;� ��)0� �� .��0��2�,� � ����)� _9� /0*�E`9+ >�9)D

0*\2 �� *0P� �<��1� �S� F0 %��  ,�G�0 =E� *��g4

;� J9�3� /��1)0� �9�2�4 ,E)0� �9U	 �� .�9�

3 Reissner-Nordstrӧm 
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;�2 =E� *��g4 y���.��� �9�2�4 �� =E� *��g4 ��� �<��

2��}*- ,� *�)� ,�G�0 K*��H ���T�� F0 q�94 ,2�E4

-��a� �� =E� *��g4 F0 ��.-��  <��9T /��1)0� ;^�

 ;��0%�� ��8� =^�9G �� x��a�� F��A+ F0*�� .<�

;�;-�@ �� ��9� F08�G ��\�2� ��49+ =^�9G �� ,+

;0�U b$��� ����9T �� �<0<U ;H�*��H *e� %� ,+

;�2 80� ���T��9s�1` >�94.�9�2 ;�  

6�7� $G���� ��� $-�@k	<�� ���1  q�94 ,+

	 F�UA0���� ;`9-�s��2 ]30[  �$�� �<� ���)1��

U F0,S.2 C*�� W �,,� ,E)0� ��U F0 �� =��+ �9c

,� �<��� �<� 8+*��� ,S.2,E- ���T�� F0 d�9^ ��

,�@�2 *��4*� ��,� ;ST ��%�<2�� √� ;� �7� .�9�

,� ��)0� �� �� ;��7�2� �*E0	� '0%94 F0 �9���U

�H C*U|�)�� �� �;� ���0� 	 �	*+ >��.�� �,)��+ �

;�,� b�%��*�,29H ��%�<2� ,+� �2,��U�U q�94 >& �� ;0

 *������√� ;� /��a4;� �/0�*��)� .�9� $�0��

'0%94,E- '0%94 '��4 q�94 �� C*U ���:��0��2 _<� ��  

13                           XY(:) = N(��Y)QL exp �− DL�Y� .  

 ;�*U ;-�B`13 <)�� �0��2�  $�� ;E08�G '()� F0

 =^�9G �� ,+ ��8� ;�T� ���0% ����� $��(��  F0

,S.2 '()����� �� F08�G ��49+ ����� =^�9G �� ��� b

;� ,N��� �<0<U.<�� >���*� �� ,+ �9c� 'U]32�33[ 

 C*U '��4 �$�� �<� ���� >�12���9�� ��U�2, ;0�U E(:)  ��@*�ℎ  	� ;� ��,� >�94 *0% d�9^

:$�92  

14                E(:) = NDQ]^� _L√`�	 _√a`expb	_LP`cdDQRSQ  ,  

 ,+ >& �� ��ST '��4�H|;�,� � d�9^  

15                               ^(e) ≡ 8√� � f	gL!hiF  ,   

V0*a4 ;���U <@ �� .�9�, 	 ;0�Uℎ ≠ 0 '��4 � E(:) ,�C*U '��4 �9� ���9�� ;� =��:;)a0 �<)+  

                                                           
1 Coordinate coherent states approach 

16                                          E(:) → NDQDQR �
Q ,  

;-�@ �� $-�@ ��*� ,+� ≠ 0  	�ℎ = 0  ����9T

:$���  

17  E(:) → W k^ � D8√Y� − D√�Y exp �− DL�Y�l .  

,� ,+ $��)a� >�<� /0� ��%�� → 0  	ℎ → 0 � '��4

 C*U14  C*U ��ADM �� =^�9G  ������	� :;)a0 �W 
 ,+�� *f�)��  $-�@ <��84��9�$��;� _��a� �.�9�  

 �< 6�@�' A�B ���@�	C���2D ���E/ 

   >��)�HUP ,� F0 >�9)D $�U C%? ;�9�i� ��8��

80��4 h��0*\2 >��� ��� 9+ 	 F��A+&,� C9�2 =E�

��*��H �*G �� .$�� ,�G*H ��*Z K*0P� ��9� ��2& ,E

HUP �4 $��2 ���Z ,1��� �9-���  *�R ,+ �8�`

%9@ �� �� $�� F��A+�  F�2�E�;�9�2&9+  V1+

 .��0��2 $(3^ >& >��� ���a4 %� ,+ $�� ;.S)� �<)+

,� %� =��+ �<)(-9�*G F0 �*B0� d��(DHUP ;� <2�94

��6D� ;�9�2&9+ 0*\2 %� ��� 9+&<0��2 n�*7��� C9�2 .

,��<��1� ,)��+ _9c F0 �9X@ �_��� >�9)D *0P�

6�6T F0 ��09H�  ;���4 %� ;�T�)� �<0<�

$G���� �2�*H ,� ;��)� ���;�9�2&9+  ,� ,+ $��

GUP ;� *�)�:�9�  

18                           m"mn ≥ �8 (1 + ℊ(mn)8) ,  

 >& �� ,+ℊ(4*� %� ;���e ��  $(�� y?9�a� ,+ $�� <@�	

;� ����T�0*\2 d��N8U ,� ,����	 	 �9��  �2�*H

;�9�2&9+ S��� .$��� GUP )��+ $�aSZ C<D F0 ,�� 

/�a�m"min = �ℊ /0� %� .���� ����� �	�m"min > 0 ;� ��2 >�94,� �0 	 $�2�� �%�G ��XG %� ��9� >�9)D

,���2,E- ���T�� %� �� �� ����)� d��� ��.$G*H *\2 

�� ;2��� d	�i���XG ���T�� �- _9c C9�i� �� >��%

)��+� ,� b$�� ���9T �*H *e��,29H �%�<2� ;���4 ,+ ��

2 Smailagic and Spallucci 
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�*�H<��1� x<� �� �� ���  ;�Z� �� ��� F0 $�aZ9�

;� /E�� *�R �;4�� _9c k��.� %� ��� .�%��  

 [	*� ��*� �?�� �� �<� ����� K8�B2� ,� ,U94 ��

;� >�94�<0� ��� ,��1� ��>	��	  	 >��2��	� �<0� ��

;)�G��1 ]72[ ��  ;D92 ,� �4 ��9�2 ,N���GUP  �<�� $��

 %� ��2& .��)+HUP  $G���� F0 ,� �4 �<)�G*H �*��

 �� .<)��0 $�� l)�+	�� ���4 n�*7��� $�U ���E���

;� �9T $G���� �� �A^� l)�+	�� ���� �<��� ��2�94

 ,(��3� �� ,�G�0 �� ,��1� ���E��� ;��H<0� %� 	 ��0��2

] 'U*�27 �A^� $�aSZ C<D =^� ,� �4 ��)+ ���i��� [

>949G ��*� ,�G�0,-�W���� .����0 $�� �<���4 ��� ���

 ,+ �� ���� ��U ���4 V�c �� ,��1� ;0��*H V�c F0

l)�+	�� ���4 ,� 	 $�� F���)0�9�*4 �D �� ��H%�� 

;� x	*a� �9T %� �<���;� 'c�� >& ���� ,+ <))+

;� ���� d�9^ /0<�:�9�  

19                                   rs = ��� Ut(D)UD uDvwEH  ,  

 >& �� ,+�EH ���<0	� {G� [�a�2  ,-�W���� .$�� ��

 d?��a� %� ���i���7 �11  	 ���<0	� {G� �	� C*U '��4

:;)a0  

20                                           E(�EH) = wEH8  ,  

,�;� ;2��& ���9�� ,-�W���� l)�+	�� ���� >�94

��U�2,� �� ;0�U,:��	& $��  

21                            rs = ���wEH − wEHz� ℒ(�EH) .  

S��� ,� ��� /0�� ;� *�)� �<� �A^� $�aSZ C<D .�9�

 �J9`��` /0� ��;�671� �}*2� >�94� >949G ���

��4�  %� ;��2 �<�HUP  �S� F0�82 .�% /��74 ��

 C<D F0 �,-�W���� *� >�E� /�G�0 �� ;4�� $�aSZ

����	<3� �� ��� ) {G� [�a�m" ∼ �EH .���� �9U	 (

;� /0�*��)� C<D ��@*� ,2�E4 $�aSZ C<D >�94

,� �� �
2�*H? ;-�B` 	 ,^�G $�aSZ *0% d�9^ >���

:�9�2  

                                                           
1 Ohanian and Ruffini 

22                           mn ∼ �8wEH − wEH� ℒ(�EH) .  

 $�aSZ C<D /��a4 ��: %� $�� d��(D 8�2 �}*2�  

23                                                m| ∼ 4~rs ,  

,� ,+671� �}*2� d�9^� >949G���  �0 	 ;1��4

,671� ���� C��X2� ,� l)�+	�� ���� �� _��a� ,+ ��

 ;B)���� �0*I4~ ;� >��� �$��S��� .�9��  C<D

,�G�0 �A^� $�aSZ �
2�*H? ;-�B` '��4 =��� ,+ ��

;�;� �� <��� %� >�94HUP,� � n�*7��� *0% d�9^

:�9�2  

24                    m"mn ≥ �8 �1 − (��)L8 ℒ(m")� .   

 $��� $�� C	� d��(D-��a�� 24  ,� ,����	

��U�2 	 ���9�� ���*������, �A^� �7� .$�� ;0�U

-��a� �� ,�G�0�  ;��c�)g� ��� %� ,�G*H*� �?�� ;ST*�R

,���U�2 d�*e� ��*��,,� ;0�U� $�� >949G ;��0�� C�B)

 �� k��Z �� �2�*H d�*e� �� ;c�(4�� ,29BW�� 	GUP 

 ��)4 �x��a�� J�9U %� x�*32� .���<2,�@�2 �� ��

;� �� �<(� _9@ �	<3� <@ �� .<��m" ≫ 1 �

S��� $��� $�� _	� d��(D�  �A^� $�aSZ C<D

 �P- b$�� �-�R ��U �,�G�0HUP ;� ;��0%�� �� .�9�

;-�@ <@ �� ,+m" ≪ 1 	 $�� �-�R C	� d��(D �

;� �i0� �<(� _9@ ;@�92 �� ;��� �.2;0�U b<)+ ,+

 ;��c�)g�	*�E-� >�<�� F0 �� �2�*H ;ST*�R V�^94

;���*H 0*\2 	� NCG  /08B0�UGR ;� ;-�B` .�9�

��U�2 ���9�� ,-�W���� ��*� *f�)�� �
2�*H?, ;0�U

 ��@*�ℎ  	�  q��	� %� ���i��� ��11  	14 ,� =E�

� *0%,;� $��:<0& 

25                            ℒ(:) = 4~XY + 
NSQ(DQRSQ)L ,  

 <@ �� ,+� → 0S��� ,� ��12  ���9�� ,-�W���� ��*�

;� ���+ <@ �� 	 <��0ℎ → 0 >& _	� d��(D ��)4 �

2 Event horizon radius 
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;� ;Z�� ,-�W���� ��*� �
2�*H? ;-�B` ,� ,+ <2��

��U�2 <��84��9�, .���� ����� ;0�U  

>949G �671� �
2�*H? {0*c %� �;1��4 ���HUP 

;0��2& %� .$�� >�% /��74 =��Z 8�2 ,+m"  �� ���)��

:�0��� �� �$�� ��<0	� {G� [�a�  

26                                             E(m") ≈ ��8  .  

-��a� %� �P-� 25 ;� �� �
2�*H? $�aSZ C<D >�94

:�9�2 /��a4 ,^�G $�aSZ C<D ��@*�  

27         mℒ ≈ 8N��QR �
Q ���Qexpb	��LP` c√�YQ + 
 � QN��L� . 

�U�  ;(�+*4 *e� %� ,�G*H d]12 �
2�*H? $�aSZ C<D

 ;��c�)g� '()� ;ST*�R��U�2 	,;� ;0�U<���b 

�,��9c $-�@ ��*� ,+ℒ(m") → 0U � �AT J�9

;� ;��0%��:;)a0 ��9�  

28                                                   m"mn ≥ �8 .  

;��B)� /0�*��)� ,+: → ∞ ���9�� F0*�� '��4 �

��U�2,,� ;0�U ���G� <��84��9� ,-�W���� d�9^

;�<)+  ,� ,+HUP .���� ����� ;� ��)0� �� $�0��

 ,+ �9�2 >�12 *c�T ��49+ =^�9G ��J�9U ��)4 ;0��

 =��ZK*0P�  �*� $34 ,+ <)���: ≥ m"min  .<)���

,� C<D F0 �*B0� d��(D >�E� /��a4 �� ,)��+ $�aSZ

���� �9U	  ,-�W���� *i^ *�R ,)��+ [�a� �� %�� �� ,+

)m"min ∼ �min$�� (,� b,29H [92 *� ,+ ��

�%�<2� %� ��� ;�Z� �� ��� >�E� /�G�0 $�U �*�Hm"min ;� /E�� *�R �� .�%�� ;E08�G V�^94�min 

^�G /0*�E`9+ �� _��a�� �� ,+ $�� ;D�a��  >9�%&

;� ��*Z '()� ,� $(�2�%�<2� �4 ��*�H .<�� C��2� �*�H

 *H� ��: < �min  ;E���)0� $�aI	 �� ��B2& �<���

;� ,U�9� ;i)� ���� >9W�� ;-9�a� *�R �09�]37[ .

;��B)� �$.�.@ �� ,+ �� ;0�R ��+*4 ,� ,-�W����

 ,)��+ [�a� (<2���� [�a�);� 	 $�� *i^ ��� �<��

                                                           
1 Extremal black hole remnant 

;� VZ9�� >��H�2 l)�+	�� ���4 >�<� /0� .�9�

� ,+ $��)a�, %�G C�B)� ,� _9�a� ��*H�	 ���G� ��U

[�a� �� l)�+	�� *�7(4 ;0��2,� �F`9+ ��� ��%�

;� *i^ ,� ��� �[�a� %� /�a� ���<.�,� .<�� >���

,� ,-�W���� *�7(4 ;0��2 %�G �=�-� �<2���� >�9)D

;0�R ,-�W����1 ;� ,�G*H *\2 ��.�9� ,� F0 >�9)D

 k��.� �� /�0�� %� /�a� K*� F0 �9X@ ���� <�Ĥ��

;� J��0� ��49+ =^�9G ;���4 �	� �<�Z ,+ <)+

�%�<2��*�H0*\2 �� ��� >�E� /��a4 $�U ���  �2�*H

��U�2, ��3- ;0�U;� �/0�*��)� .�9��*� $�0�� ℒ ≤ mℒmax ,�@�2 ��*� >9` b��*H _��D� ,+ F0*�� %� ��

 �*�mℒ > mℒmax ;�2 �$�� ��*Z*�~�� >�94 ,29H

 C<D �	� ?�� %� �<�Z /�)` .�9�2 V0*a4 ;0���

 �*�H9U ������ �� C%? �*� F0 ��
2�*H? $�aSZ

 =^�9G �� ���D *�R ;E���)0�9�*4 ���G� %� ��49+ �����

;� J9�3�.�9� �7� /0� >�0�� ���  ,�E2 /0� *+�

,� /0���� J�9U *H� ,+ $�� $���� 8N�@ >�9)D

,29�2 %� *B0� ��RBH  ��*H J�7�2� x	*a� ���

]17[ ��9T �� %�� �d	�i�� C*U '��4 F0 �9U	 �� �

� ?�� t0��2 �� %�� �� y����4 ;�9�D,;� $�� .<)0& 

����� 	������� �������  F�� �<

�������� 	�������� 

   ;� ��7� /0� ��,)��� F0 ����9T��% � ;ST*�R

J�9U %�$-�@ �� ,+ �9T ��� _<� %� ;29H�29H ���

,-�W���� ���/�E4�2 ;� =^�@�� .��0��2 ,N��� ���*H �

� =(Z% ,� �>&,)��� K	� ;B29B` ,� *6�7� �9c��% �

 ;ST*�R$�aI	 �� ���;� >9H�29H $�U .�0%��*�

,)��� ,-]�� �K	� /0� V�^94 �� *0% ;ST*�R �%��

;� *\2 ��:�0*�H  

29      min  �("), 
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s.t.    �(") ≤ 0, � = 1, . . . , W           ℎ�(") = 0, � = 1, . . . , � 
 '��94 ,+ $�� >& *� �*G �?�� d��(D ��� � �  	ℎ� 

,� ��%�� = 1, . . . , W  	� = 1, . . . , � ,� ��� 	� � �9c

;� �*G y�)�I .<)��� *0P� =��2�*i0� ,��9�� ,+ �9� " ∈ ℝi�64 *�g�� � ��*� �V0*a4 {(c .<��� ��

,D9��� :�0��� ;2<�  � = �" ∈ ℝi� �(") ≤ 0, � = 1. . . , W,ℎ�(") = 0, � = 1, . . . , ��. 30                         

,�;� ;H��� �� �� �	��� *�H�8� [92 %� �9�Z >�94

 �<D �� ,-��a��2 /�G*c J*I(−1)  [92 %� �9�Z ,�

 ,)�1�� =N��� �� /�)W�� .�*+ =0<(4 �	��� *�E`9+

;� �%��)0*Z >�94�  /0�*��)� .�9�2 ,)��+ �� x<� '��4

-]��� ,� �9G ;�092%�� *0% =E�;��9�:  

31   min �(") . s.t.   " ∈ � 
,� *H� *� ��%�" ∈ � :����� ,���� ��("∗) ≤ �(") �

 ��B2& ;2<� J�9U"∗ ∈ �  ��*� ,)��� J�9U F0 ��

,)��� �-]��/0� �� .<)09H �9G ;ST*�R �%�� d�9^ "∗ 	 ,)��� J�9U ��("∗))��� ��<.� ��  �9G �-]��

-]�� =@ ��*� .�9� <��9T� 31 	�K� ;4	�i�� ��

,��� F0 ,+ ���� �9U	 �<)�K	� =��� ��2& %� 

$�U;� ;2<� ���K	� %� ,29H /0� �� .<��� ���

,)��� �-]�� F0 =@ ��*� �S.2 F0 %� ;ST*�R �%��

 $�U F0 ������ �� 	 ��*+ $+*@ ;2<� /0%�R&

S.2 ,� ;2<� �<)�� �9(��� ;� $�� ,�G�0 �9(�� .<)��0

K	� %� [92 /0� �*E�D �932 �� $�� d�9^ /0<�

� �S.2 %� ,+ ;2<"� ��*E4 �� �  $�U ������ �� 	 C�

 ;2<�!� ��  /�a� C�H _9c� > 0 ,� 	%�<2��  ;G�+

;� $+*@ F`9+��)+� ,�,29H *0% ��9T ,+ ��

 :<)��� ��*Z*�  

                                                           
1 Fritz John point 

 ���9�� (V-�"� + �!� ,� ;)a0 b<��� ;2<� ��%�

 ��<.�� :����� ,���� �"� + �!� ∈ � .  

J(   �� x<� '��4 ��<.�"� + �!�  ��<.� %� *���

 ,S.2 �� x<� '��4"� .<��� 

;� �$�U /��a4 %� ��-]�� F0 $�0��� ,)��� �%��

F0 /��a4 ��*� �� �<a�  ������ �� ���)� C�H _9c

 $�U!� S.2 /��a4 ,� *�)� <)0�*G /0� .�9�2 =@� "�R� ;�;� ��*E4 y��<�� ,T*` /��� 	 ��*H .�9�

$G���� ,29B)0���� J�9U ,� y?9�a�>�+ ���- �0 *+�4

S.2 ,� d�Z	� ;��H� >�U8�0*G1 ;� �*B�� .<29�

,�-]�� �_��� >�9)D� ,)��� ;ST*�R �%��31  *\2 �� ��

 ��*E4 ��s� .<0*�B�("� , �� , ��) ;� ��3- �� ��)+

 >& �� ,+�� ≥ 0 	 ��,� 	 ��9� <�.��2 � >�9)D

/��74 
2�*H? �0�*I %� ;0��$0�	<3� ��*� ���

;� J9�3� �	��� 	 �	����2 �-]�� �_�@ .<29�

SQP ;� *\2 �� �� *0%:�0*�H  
32   

 min �("�) + 6�("�)′! + �8 !′68�("�)! s.t.   �("�) + 6 �("�)′! ≤ 0, � = 1,2, . . . , W ℎ�("�) + 6ℎ�("�)′! = 0, � = 1,2, . . . , � 
>& �� ,+ 68�("�),� �;� V0*a4 *0% d�9^:�9�  68�("�) = 68�("�) + ∑ 68 �("�)N�v� +∑ 68ℎ�("�).��v� 33                                      

>�+ q0�*�--]�� ��*� *+�4� 32  $�� �*� /0� <)�%��2


2�*H? �0�*I _�@ .<��� ;2<� /0%�R& [9��� �� ,+ �  	� ,� ��,29H� ��,;� $�� :����� ,���� �4 �0�	&  6�("�) + 68�("�)! + ∑ ��6 �("�)N�v� +∑ ��6ℎ�("�)��v� = 0, 43                              ��� �("�) + 6 �("�)′!  = 0, � = 1,2, . . . , W � ≥ 0 
 >& �� ,+��  *H� /0�*��)� .$�� ��%& *�g��!��-]�� �32 

 
2�*H? �0�*I �� ����R�  	��R�  *H� 	 <0��2 =@
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!� = 0  ��B2& �<���"�  �� ��<��� ��(��R�, ��R�) 

>�+ J�9U ,�--]�� ��*� *+�4�  ;^�31  <��9T *�)�

/0� *�R �� .<� d��(D �d�9^ "�R� = "� + !� 

;� ��*Z ��;� ��*E4 y��<�� �� <)0�*G 	 ����.��)+  %�

 d9Z ��.2 VaI 	���i��� ;� ��0�9B-� /0� %� >�94

 ����)� q0�*� $34 ,+ �9�2 <�+]4 ���9� /0� �	�

 K	� ;0�*B��SQP (4*� %� �,)��� J�9U ,� ��9� C	� �

�S.2 >�9� F0�82 	 "�  ;G�+ �*� �,)��� J�9U ,�

;� ;0�*B�� ��*� %� ;E0 �*B0� ;09� %� .<���

VaI(��3� ,� %��2 K	� /0� ����  $�� C	� {�1�

 �0*4�� ,+ ���� �9U	 >�E�� /0� /�)W�� 	68�("�) 

;� ,+ <��(2 $(�� /�a��*�� �� >�94�*�H �0*.4 %� ���

,(� K	� $(�� /�a� x*c*� �� �9G =E1� �/49�2

 .�9�2>�+ ;0�*B�� q0�*� ������ *�1�� d��N8U- �*+�4

 K	� 	 >�U8�0*GSQP ;� �� 'U�*� �� >�94]43-38[ 

-]�� =@ ��*� ,-�.� /0� �� .�9�2 �<��1�� ,)��� �%��

 ;ST*�R K	� %� �;E08�G _<� %� ,^�@SQP 

;� ���i���J�9U �� *f�)�� �� ;E08�G _<� .�9� ���

,-�W���� �� [9)�� ������ �9X@ %� ;��2 ���/�E4�2 

��9�Z =��� ,+ $��  ;ST*�R �	����2 d�9^ [92 %�

;��<��;� ��)0� �� . �
2�*H? ;-�B` '��4 ����9T25 

 /0� {��S� .��0��2 ,)�1�� ;E08�G ;c	*� $34 ��

;�2 l)�+	�� ���� ��	*� ����T� ;i)� �*0��.� <2�94

/0� *�R �� >9` �<0��2 ���G� ,� *�)� d�9^

 �*� �/�)W�� .<� <��9T _9�a� *�R ;E���)0�9�*4

,-�W���� F0*�� '��4 ,+ $�� /0� ��<0	� {G� �9X@ �

 /0� ,� ><��� $�U .<��� ,���� *i^ �0 ;i)� �*0��.�

 �x�<���,*0% ��4*4 ;� =�D :��)+  

(V-� -��a�) �� �
2�*H? ;-�B` {�Z� '��4�25 $34 (

;� ;G*a� y��<�� x<� '��4 >�9)D:��)+  

ℒ(:) = NDQR �
Q ¡DQexpb	_LP`c8√�YQ +


 � QDQR �
Q k^ � D8√Y� − D√�Y exp �− DL�Y�l¢. 35          

D9��� (J� ,� �� x<� '��4 *� �+�@ �9�Z =E�

;� �0��2 *0% �<�Z d?��a�:����  

36                                               £9(:) ≤ 0,rs ≥ 0.  

;� ,���� ��$-�@ >�94 J�9U %� d	�i�� ;0��

,-�W���� ���/�E4�2 ,� ���
0	 *0��.� ��%� %� ��ℎ  	 � ,� ���)0� �� .�9�2 ���0� �,-�W���� %� _<� ���

/�E4�2 ;� ���0� ��:��0��2  

1���9�� ( )ℎ = 1 	 � = 0(  

2��U�2 <��84��9� (, ;0�U)ℎ = 0 	 � = 1(  

3( ��U�2 ���9��,;0�U )ℎ = 1 	 � = 1(  

 $D/�E4�2  �� J�9U ><�,-�W���� /0��� �, ��4*4

 �;��c�)g� ��� �9X@ ,��2 *e�,��U�U;0  ��� 	

;��c�)g� �2 ��XG ��,��U�U ;0;� ���� $(�2 .�9�

$�aI	 /0� ����� ;�J�9U >�94 �� ,)��� ��� ��

�*��,)��� $G���� %� �*�H �%�� ;ST*�R n�*7���

_	<U �� t0��2 /0� .�9�21 �<� ,���PH �0��2 ,�.<2�  

F���1 .J�9U��� �
0	 [�92� �� *f�)��,-�W���� %� ���� ��<D t0��2 .

^�G ��09H �*0%� ,� ,)�1�� �
2�*H? $�aSZ C<D 	 ,)��+ *0��.� ��%�

�
0	 %� ��ℎ  	� ;�.<)���   

<����� ��������  
 ��������

 �1�7>����7

���������9 

 <����� ��������

���������9 

m"min ≅ 1/3 m"min ≅ 3 m"min ≅ 3/1 mℒmax ≅ 1/3 mℒmax ≅ 0/2 mℒmax ≅ 0/2 

_	<U ��1$�aSZ C<D ��<D t0��2 �  /��a4 �� ,)��+

�� $�aSZ C<D /�)W�� 	 ,^�G ;-�B` /��a4 �� ,)�1

,� �
2�*H?�
0	 *0��.� ��%� %� ��ℎ  	� �<� ,N��� .<2�

>���,29H  %� ,+ *0��.�_	<U1  �� �� t0��2 �$��<��

J�9U ���*� ��<D�] 'U32�33 �� .<2��� $.��S� [
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;� �/�I [�a� ��@*� C*U ������9�2 >�94

 �9+P� $-�@ ,� �� ;-��D� �9�Z ,� ,U94 �� �� ,-�W����

J�9U �	� �� ;2<� ;@�92 	 �9�2 ��� .�*+ 80���� ��

;� �� t0��2 /0�=E� �� <�2�94���1 �2  	3 � ,+, ��4*4

,-�W���� ,��2 <��84��9� ����9�� ���,��U�U 	 ;0

�2 ���9��,��U�U.<�0��2 ,\@A� �<2��� ����� ;0 t0��2 

_	<U �� {G�94 �� =^�@1 ;� .<)���C*U ,)��+ ���
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