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Abstract 

We study the extended scalar-tensor Gauss-Bonnet. First, we review a model in which there is a 

coupling between the Gauss-Bonnet scalar and the scalar field. Then we extend the model to a 

hybrid model with two scalar fields. We study the conditions under which the solutions are 

unstable and spontaneous scalarization occurs. We show that the coupling coefficients in the 

hybrid state and in the presence of a scalar field are asymptotically the same but the sufficient 

condition of instability is different between these two models. 
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<���*, -, Y����� ��=1���3 <�=*��� 	 �&��+.�?�� �:Z-���:Z [� <�.=�� E�23 ����:Z ��� -, V1�+W %RS<P=� �� %.�Q 

�=1+)�� 	 �� <�.�Q -, @1 E�=�� +.�?�� �:\Q ���A� ����� <)3��� <3��?1 =3��� <.	 ]+� <A�, ���=1���3 0�� 01� 	� U=� 
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�*+����,��: ��&��+.�?� �:Z-���:Z� �=1+)��� NO�P-:����=1���3 �-3
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   �&����?�' _�:�� <23�+P ]1�2[ *��&� �=1=S �+� �

<��+� -1+L3��� =1=S �3�+P ���+A ��+, �� .%�� �� 

<��+� 01� _�:�� <���3�:5 U=���� =1=S �� �3�+P 

�1��&'��:� ��+` ����. 

<?1 &� >H��� <��� -, �:S	 :, �����' �3�+P ��3

<��3�+P .=��� +� N��� 1+L3� %�)�3  �B�C

+1J����*��&��3 �� .%��3 ��+� 0�Z�� -1+L3��  &��

��U=� �+1J����*���M5 ��� -�A�1�� �� �� +L3 

<��1+�P -, �� ��*, V5�+� �+5a�� &� �:�3�5 ��*43� 

E��1�4 �:S	 -���� =��� ]3[. 
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1 Extended Scalar-Tensor Theory 
2 Gauss-Bonnet 
3 Renormalizable 
4 Reimann Curvature Tensor 
5 Einstein-Hilbert Action 
6 No-Hair Theorem 
7 Minimal 

<?1 &� 01� U=���� 1+L3� ���M5 �A�1� +.�?��-�:�3�5� 

<�=��� ]4[ .�� 01� �-1+L3  �	cC+� ^c�S �*, 

^+)��-�*10��25� -�S�� �:S	 ���� ,- &� %RS 

E�=�� E=� +.�?�� -�<5��)C >��� <���5 +.�?����� 

�=� -�Z�� &� ��*43� E��1� &� )5+�� B	�� -�Z�� �=� 

�� .%�� 01� -1+L3 <���3�:5 -�S�� �� -, E�=�� 

+.�?�� -�%RS E' <���:� +.�?�� NO�P--3:� �� +L3 

�1+�D�. 

-1+L3��� e�8� <�<1:�6E�23 � �����=3  -,E�=�� 

+.�?��� -, -�^�:f -*��,7 -� @1+�� %RS  �=�
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�	� �& .l�+�Z� E�23 ���� �=� %�� ]7�8[ -, +P� E�=�� 

.�?��+ -�+.�?�� NO�P--3:� %RS E�=�� ��:� +.�?�� 

��\A �� ���� @1+��-.�h <�=3�:5 �L*�  �=���

01�+��*� ��:� -1+L3 +L3 ���:� <��:� 	 �� <3�=�� 

�1��� -, ��  -.�j������+��*, <�=*,. U�Q +P� Y��� 

E�=�� +.�?�� -, �� -.�h ���� ��+��*, <� �=*,

��=1���34 -� �=��� �)5U� �m+3� -.�h ���� �� <��&��+� 	 

�� (`�	 <28� &� B+S <� -.�h ����=3�:5 >1=)5 -� 

E�=�� +.�?�� �:� 	  E�=�� ��+� <�1=� +�k <��:S

 %��� ����:Z +.�?��-, �� 01� %.�Q <���1:P 

�&��+.�?�� �:Z-���:Z [� ���� %��. 

�� �� 01� -.�/� <.=� �� �� +L3 <��1+�P -, 	� �=�� E

+.�?�� -�^�:f +�k �-*��, -� +.�?�� NO�P--3:� 

%RS �=��T� .=3� <�����:Z +.�?�� �&�� 

�:Z-���:Z ]9�10[ 	 V1�+W %RS<P=� �� <��+� 

.��*,  

����� � .�� ������-�
%��/ ����-��
 

012)�3 � 4� ����� ������  

#5�6� .��  

   �� 01� �%��` �=��� U=� �� <A+M� <����*, � �T

+� ��	+� V1�+W %RS�<P=� ���=1���3 	 <��+� 

E�=�� -� +.�?��^�:f <.c�Z� ����:Z %���. 

<2*, -, �� +L3 <�-� ��1+�P01� ^�:f %��:  

1  

                                                           
1 Ricci 
2 Non-Minimal 
3 Regular 

S = � ����−	 
�� − � ∇�ϕ∇�ϕ +
λ�f�ϕ���     

 

� =  �� − 4R�,�R�,� + R�,�,α,βR�,�,α,β   �� 

��M�.�1� +.�?�� NO�P--3:� <��� .=���  &� -.�/� 01�

 <M�)o ��?1ħ= c = 8 G = 1 <� ���R���.��*,  

�� U�Q ���R��� &� �*,1� .��M�� %,+Q ]:�+� -� 

E�=�� �� +.�?�� -�%�� <��1�	':  

2 

∇�∇�ϕ + λ� #$%& � = 0        

�� 01�  ��+� ��*,f(() p1�+� <f�Z ��  q+A

<���*,:  

1( �� -S:5 -� -?*1� r�2� ��*5  (��5f(() �� 

.��M�� %,+Q <� 01�+��*� ���� �:\Q ��3�:5

 �� E' ��+� <��:8.� ]+� ( = 0  �1��JD�

<� q+A �� -, :��*, f(0)=0 

2( <� <�1=� Y��� ����:Z
() = %��s�  ��

.��M�� %,+Q2 �=*, i=f  q+A 01�+��*�

<� ��*,%*%& |&,&- = 0 . �� -S:5 -� -?*1� 

 >1=)5 %45 �*,( → ( + () 

�%����	�3 <� q+A��*, r�2� f(() �� 

�( = 0�%�� +Rf �: %*%& |&,) = 0   

3( 
#/$%&/ |0,) = b� � �� -S:5 -� *1�-? <� ��3�:5

λ ��*, e1+M5 &�� ��  :λ → 23 1�+��*� �0 

<� q+A : ��*,2� = ±1  

U�Q �� :5-S -� p1�+�  a�� f(()�� -�01� ^�:f 

<� V1+/5:��3&  

5�(� = 5�0� + %*%& |&,)( +
� #/$%&/ |0,) ϕ� + ⋯ ≃ ± � ϕ�  

.��M� �� 01�+��*�� %,+Q2� B+S ��+� �t:�1��� +s  

4 Unstable 
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&� 01�  ���f(()  ��� (� ± �� +L3 <� .�1+�P  

.��M� &��2  u1+f >?� 	f(() :�1���  

3  

∇�∇�ϕ ± λ��ϕ = 0 
 

�� ��*1� q+A <���*, -.�j���� �-M.�X� ��:� 

=��95��:�2
 �%�  	�� �*,�	3(<3& ��) 9�3 +Rf 

<�01�+��*� .=��� -� @1+��01� ^�:f <�=���:  

4  

�;� = −	�<��=� + 1	�<�  �<� + <��Ω� 
 

-, 	 �<� = 1 − �?@<�=���. �� 01� @1+��         

� = �A?/
@B <�-� -S:5 �� .=��� -?*1�� <� %)x��=��� 

�� 01� &�b=1  <� +L3 �� �� ���=1���3 �5 �1+�P

.����� -���� <3:�,�5 �� E�=��?<� �� +.�+� E�:5 V�Q

y*���� :%�:3 <3��& 	 <C�M� %��` 	 �	+, ���  

5  

( = C �<�<  DEF �G, H� IJKL 
 

�� �X���5  +L3 �� �� �	+, E��/5 �� @�5���� %.�Q

<��1+�P :�ω = N =  0� .�� U�Q �� +L3 0�A+P 

@1+��4� .��M�� %,+Q E�=�� +.�?�� e1+M5 	 E�=�� 

+.�?�� +� ��*)� X����5 �1���:  

6  	�<�<  ��< O<�	�<� ��< �C�<�< �P  
+  �λ� 	�<� � �C �<�  = 0 

 

 

U�Q �� >1=)5 ^�7�8�          dx�<  =  1	�<� 

  
< ∈ �2U, ∞� → � ∈ �−∞, ∞� 

                                                           
1 Tachyonic instability 
2 Schwarzschild 

.��M��6 �-<� �� �+D*1�	+� >?�=1':  

7  
d�u���  −  V �r� u =  0 

 

 -,V�r� : �� %�� +��+�  

8  

Z �<�  =  
1 − �?@ � 
 �?@[  −  3�  �A?/
@B  �  

 

� >��3��� 01�t-� +��� z�� ��+� �� +s V1�+W ��&�

%RS ��� �e�8� <P=�<�:��*, 

 
7�31 .� 7�%��:; <��= >%'� �?\\].  

 -,<̂ = 2U <�<P=� %RS V1�+W .=��� -, ��

-� ��1�+, {�8�3�-3:P Y��� -, %�� ��(∞ = 0  ��

<� i=f ^a��M�=*, ]10[ .E��� �� -, �:o>?�1 

<� �=��2�� >��3��� ���*,t-� +s ��&�_? = 0 �Q�3� 

 ��+� 	 ���=3 <R*�_? ≠ 0 Q�3 ������� <� <R*� .=���

�Q�3 ����� >��3��� +P�� <� �=��� <R*� |C�� =3�:5

%.�Q ���1�.�:� =�/� ��� 

>��@ 012 #��3  

3 Backreaction 
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   U�Q �� -S:5 -� >��3��� �� X����8 %RS V1+W 

 <P=�λ �� <��+� E��� .��*,<� �=��2� -, �:o ���*,

.��M��7 .��M� @1� -3:P+D*1�	+� ���=/� �
1	 

<� .=���<�5 E�:<��+� ��+� �V1+W 01� &�  I	�

:��� <, <�1 ���R��� �+, ]8[� �� ����R�� e1+M5 &�:   

λ a  =  λU 

�=��� ]�/3 <�2P&��  >��3���Z�<� �� -�%�� <��1�	':  

Z �<�  =  
1 −  �?@ � 
 �?@[  −   λ a�  �A?b
@B  �   

 ⟹  <FJd  =  2U    ,   <Fef ⟶  ∞ 
U�Q �� ���R��� &� :��� I	� <, <� �1���:  

9  

� h−Zi<; λ akflmnflop �� = �q +
1– s� ;    q =  0, 1, 2,   .  .   .  
 

 

  -,�FJd  	�Fef  �� .=*��� @��c, %2P&�� ]�/3

 +�}�� +��}5#u%@  =  v�@� :�1��� 

10  

⟹  � �w x � @ ; _ a�v�@�y�?     �< =  � q +1 –  s �     

 

11 

⟹  � h
 – /z{ � O/z{[  w |a/ b}zb
{B P

v�@�y�?  �< = � q + 1 –  s �    

 

 =M� E	=� +������ -,s��S �- <� <, :��� &�A <1�S

<� ���=3���� I	� &� -, =����Q�3 �&+� p1�+��  &���

�Q�3 	 <?��c,�  <?��c, &��� +�k-�%�� <�=1'.  

�� -S:5 -�-?*1� �� U�+D�3� X����11 <�����:Z  ���A�

 <)3���λ a �� <��+�  -, ��*,n -�<� %�� >�� %1��3

<�-� -S:5 �� 	 =*,X����11  -?*1� 	
�?@[ �  &� >/���

n <�=��� �λ a -� ���<� %�<� >�� %1��3*,= .

01�+��*� <���3�:5 &� �S� 
�?@[ �  >��/� ��λ a ~+f 

+L3 ��*, ]8[� 01�+��*� �1���:   

                                                           
1 Wentzel–Kramers–Brillouin 

⟹ � ~ �A |a/ ?b
@B �  w /z{  �

y�? �< = � q +
1 – s�   

12 

�� )��4�� U�+D�3� �� X����12 �1���:  

13  

λ�d  =  √��  π �n +  1 –  δ�  ;  n = 0, 1, 2,   . ..   
 

 

�� <���3�:5 -���3 �1+�D� -, V1+W %RS<P=� 

X��� 0�*h� <)3����� ����:  

U�Q <�����:Z �� -S:5 -� X����13+1��/� � -�%�� 

&� �=�' I	� <�45 	 ��=C �� -� ��&�δ =  �  	

δ =  �A   ��+D1=?1 -�1�/� ��*, ]8�10[:   

.��21. �#*�*!/

�
�	�A

  =R(n) -� ��&�n .^	�R�� ��� 

�=1=25 =� n  R(n) (s =
�)  R(n) (s = 

�A)  

0  198/1  998/0  

1  078/1  001/1  

2  048/1  000/1  

3  035/1  000/1  

4  027/1  000/1  

5  022/1  000/1  

6  019/1  000/1  

7  016/1  000/1  

  

�� =SU	1 �
_<�45

_��=C
  =R(n) .E���-, �:o �=��2� 

<����*, -���&� +�  	�δ  <�`	n  <� ��9� �:�R(n) 

∆λ�d  =  √34  π   14  
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-� @1 @1�93 <��:� 	 -���3�� -, &� <�45 I	� 

-�%�� �1��	' �� �1��3 ��=C rA�:5 <�:Z ����. 

#��� B��C ������;�� 

   �� -S:5 -�-?*1� .��M�� %,+Q E�=�� �+.�?�� <XZ 

%��� �� <.c�Z� %.�Q �� -�0��� >?� <� .=���

<A�, ]+� ��+� �:S	 =� ��=1���3 -�01� >?�  %��

]11[: 

� Z��� ��  <  0u�
u�

 
 

 -,xw 	x�  �� -, =*��� @��c, %2P&�� ]�/3

 >)` %��`-�%�� �1��	'.  

U�Q �� -S:5 -� X���� ���=1���3 =� �:S	 1��� �]9[:  

⟹ � V�r�	�<�  dr <  0y
��    15  

� 
�?@[  − 3�  �A?/
@B �y�? dr =  ��  −

 A_/
�)�[    

1 

 

⟹  1 <  1210 λ��
 

2 

 

]+� <A�, ��+� ����=1���3 ^��)C17 <��=��� 01� 

]+� ��+� ���=1���3 �� �� +L3 0�A+P U=� +.�?��-

�:�3�5 NO�P--3:� -�%�� .=�' 01� ]+� -� �� 

<��� =1:P ���=1���3 ���� -.�h �=��95��:� <���3�:5 

Y������ +�k ��+� +Rf E�=�� +.�?�� -���� �����.  

.�� ������-�
%��/ ����-������� ��
 

#5�6� .�� 

   �� 01� U=� 	� E�=�� +.�?�� -� +.�?�� NO�P--3:� 

�=� %RS .%�� �	cC+� �E' 	� E�=�� +.�?�� -� @1 

+D1� %RS �� �=�.=3� �*, -�01� ^�:f %��:  

S =  � d�x �− 	 ��� − � ∇�ϕ∇�ϕ −� ∇��∇�� +  3� f �ϕ� � +
 3�� f� �ψ� � + �  ν� ϕ� ψ� �  

18 

 

5 �(�  	5� ��� -, �� �*, a�� �� +L3  ����A+P

E��� <X1�+� �� -,  ��+�5 �(� q+A 1�+,�� ���� 

<�=*���. 01�+��*� �1���:  

5� ���  ≃  �  ��       �5 �(�  ≃  �  (�  

^a��M� %,+Q ]:�+�  -�(  	� �� -�%�� <��	'�1:   

����( + i3�� + ν���k( = 0 3 

 ����� + i3��� + ν�(�k� = 0 4 

 

����	� q+A <���*, �*,�	 �� +Rf <��=��� 

01�+��*� @1+�� �� E��� X����4 �� +L3 <�1+�P .� =*3��

`%��  �>)`(  	� �� >/��� &� E��& 	 �� -S:5 -� 

��	+, E��/5 -�^�:f +1& �� +L3 <��1+�P: 

ϕ =  u �r�<  DEF �G , H� IJKL 

 

5 

 

ψ =  u� �r�<  DEF �G , H� IJKL   6 

 

-, � �� =  0    	N = 0  �� �� +L3 <�.�1+�P U�Q 

�� -� -S:5 @1+�� 	 X����21 	 22 �1���:  
v�@�@  %%@  O<� 	�<� %%@  
�� ���@ �P +
 	�<� �3� � +  ν� ��� u �r�  =  0  

7 

 

v�@�@  %%@  O<� 	�<� %%@  
�/ ���@ �P +
 	�<� �λ�� � +  ν� (�� u� �r�  =  0  

24 

 

�� >1=)5 <5�7�8� -, �� �8�2 -�^�:f 
#u%@  =  v�@� ^a��M� �������23  	24 -�.��M� >?�� 

<� �� -3:P +D*1�	+� :=*1' 

< � �2U , ∞�  →  � ∈  �−∞ , ∞� 
  ��C���  − Z �<� C  =  0 

8 

 ��C����  −  Z� �<� C�  =  0 
9 
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 -,Z �<�  	Z� �<� :�� =3+��+�  

Z �<� = 
1– �?@ � 
�?@[ − 3� �A?/
@B −

ν� ���  

27 

 Z� �<� = 
1– �?@ � 
�?@[ − 3�� �A?/
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