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Abstract 

The quantum synchronization and correlation have been studied between two coupled dissipative van der 

pol oscillators in a quantum system. Using the master equation approach, this study calculated mutual 

information, entanglement and synchronization error and investigated the effect of dissipative coupled on 

quantum synchronization and correlations of two coupled dissipative van der pol oscillators, considering 

the effect of temperature change in the squeeze states,. The results show that increasing the temperature in 

the squeeze states has a negative effect on the quantum synchronization and quantum correlation, while 

mutual information, which is the sum of classical and quantum correlations, indicates a decrease. 
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<� �� )1�� �=��<2�	 ��%��-�� ]1�2[. <2�	 *D2��92 =��

���� _<� ?0 %� ��2����� ��)0� 	 ;SX*�a ?�
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1 Quantum discord 
2 Squeeze 



   25                                            �����	
 ������ � �����...��� ��	��                           ����� �����  !��"�� �  

=q� ;0�����R� F9�*�� r0*b1 B�D�� ��SX 	��%�� 
;� ��*Q ���N��� ��9�<2*�> ]8[.  /0� �� ��	
���  %�

�)� �B�D�� ��SX �%��;��D�� ;��*� ��*�  ��8O�
 F��*h2 ��9� ,2������*+ ���N����0�. 

�)��  ��*Q ���N��� ��9� ��	
� /0� �� ,+ �*D0�
,�@*> ���R� /0� .$�� =��.�� V�CPW� �$�� F�12 ,+
<)���  *0% 	� ,+ $�� ;��.�� V�CPW�2�����  ?0

;D��(�� ^9��� �<2��� �� %� ,2����	 ;A��P+ ��� 
;�9�2&9+ �� �� ;� *����� .�*�>;><�)4 1)� ,+s 
;�9�2&9+ ;� 8�2 ���� ;��*� ��*� ����R� <2�94

��(,2���� ;D��<��� ��.  
��	
� /0� �� $��+ %� ���N��� ������ ���;><�)4� 

V�CPW� B�D�� ��SX 	 =��.���%��*Y� � $NO ;><�
;D��(�� *� ;@P4� B�D�� 	�%�� ;�9�2&9+  	� /��

$NO *D2��92 ��*Q ,R-�S� ��9� =��<2�	 �<�,�@*> 
$��.  	 ;��*� ��9� ,2���� ;@*R� %� <R� �9h)� /0<�

 F& ?���)0�<� $NO *D2��92 	� $�72� ;�9�2&9+ 
-��R� 	 ��*+ ;��*� �� =��<2�	 �;U�2  F��� �� �����

;�)+V�CPW� �t� ��� ���� �=��.�� ��SX 	 ;><�)4
B�D��$NO *Y� ,���� �� 	 ��*+ ,R-�S� �� �%��;><� 

B�D�� 	 ;D��(�� *� ;@P4��%�� ;�9�2&9+  	�
$NO *D2��92<�� P4� /�@*> *h2 �� �� �� =��<2�	 ;@

s4,� ��<2PZ $-�[ �� ��� *�YC9��� ?�+� u�49�+3 
 ,+(RO� ��8�� ;�9�2&9+ F��% �� ,��2*�;�092 F9�0��4 

��*Q ,R-�S� ��9� �$�� ���� 	F�0�� �� �2 V�(��3� ]0�
��*+ ;��*� 	 =�34 ���0�. 

 9���:;�4�����  

   2����� ;�9�2&9+ � /0� �� ,+��	
 �<� ;��*� 
�$��  =���*D2��92 	� ;�9�2&9+ =��<2�	  ,+

,�,� ;@P4� V�9U�<� $NO ��;� �<2���� .<=A�1 
v*W���	2���� %� ��� F�12 �� *h2 ��9� ;�<��.  

                                                           
1 Pearson correlation coefficient  
2Master equation  

  
#*�1. ��2v*W � ���	$NO *D2��92 	�)=��<2�	 �<�

11 ,a 	

22 ,a ,�r�4*4  �B	� 	 _	� *D2��92 �2�+*@ 	 ��9��2 *D�CP 

u�� 	 g  r0*b$NO;><� ;� *D2��92 	� ;@P4�<���(.  

 ;��*� ��*�� ?���)0 ,2���� /0�=[ L	� %� -��R� �
 ;U����N��� �<� $�� ]10[. -��R�� ;U� � ,+ ��*�
�������� ;�9�2&9+ ;� ���N��� %���9���*� � ,2���� 

�� *h2 ��9� ,�;� *0% =A�<���: 

† † †2

2 †2 †2 2 †2 2
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;29����� ,2���� =+  $�� ;29����� %� ,+�%& �k*2� �
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2
†
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ˆ ˆ ˆ
s i i i
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H a a


 

�2PZ u>� و� ;29����� :  

4                                
2 †2ˆ ˆ ˆ( )p i iH E a a   

�<� =�A14 �.$�i  =��<2�	 ���*D2��92 �2�+*@
	E .$�� �<2PZ u�� V<�   

3 Qutip 
4 Python 
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,-��R� /0� �� ���� �9O	 ;@P4� <)0&*@ �4 	� :
,�/0� V�9U �� ,h3- �� F929@ ?0 *D2��92 ,+z*2 

 �, $��;� ��	&;-�[��,+  �� ,h3- �� F929@ �4 	�
 z*2 %� ;� $��<��)0� .,� � ,� r�4*4 F�8��
;0�*��;0�*�� 	 ;N)�;SX*�a ;� {9�*�<29�. �O� 

*X& ,+ ;@P4� *D�C =��� 1 2
ˆ ˆ ˆ( )c a a  ;�<��� �

$NO ,� *�)�	� /�� ;@P4� ;><�  =��<2�	 *D2��92
;��9� 	g $NO $��Y.$�� ;@P4� ;><�   

-��R� =[ $���Q �u�49�+� ;U� ,� �� ��<C V�9U
 .������R� =[ %� =U�[ ;-�DZ �0*4�� %� ���N��� ��-� 

;� �;U����� �=��.�� V�CPW� F�94 	 ;><�)4
F��92 	� /�� ;��D��,� �� =��<2�	 ;@P4� *> $��

.��	& 

=�+ >" #��5�� 

   $-�[ ?0 ��*� ;�9�2&9+ ̂  *0% 	� %� =A1�� ,+
�0*4�� �� �����,�@�0 ���+ ;-�DZ ��� 

ˆ ˆ( )A BTr  	 ˆ ˆ( )B ATr V�CPW� � =��.�� 
;�9�2&9+ ,�;� i0*R4 *0% V�9U�9�:  

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )A B ABI S S S    

5                           

,+    ˆ ˆ ˆlogS Tr      �  F	 ;�	*�2&
/�9�2 $�� ]2[. 

0*h2 ��� V�CPW� �?��P+ V�CPW�  �=��.�� ����R�
;D��(�� F�8�� %�  *�\�� 	� /�� ;@��64A  	B    .$��

-��R��5 ����� ,� ��<.� /0� ��.��� ���R4 i�U94 ���
$-�[ `�94 �<���� ;�9�2&9+ .$�� /0� ����R4 

,�;>��� 	 /08D0�O �� F�*+ F92�� ;�	*�2&1  ��
�9�2 F	 ;�	*�2&/2� ;� V�9U�*�> ]2[. 

V�CPW� =��.�� ;�9�2&9+  �� �� ;D��(�� =+ ��<.�
 ?0�� ,2���� ;� i�U94 	 <)+<2*�>*� ���  ^9���

                                                           
1 Shannon entropy 

;D��(��A��P+ ���; 	 ;�9�2&9+ $��.  %� ���N���
V�CPW� ,� =��.��,�)� ?0 F�9)C��D�� ��*� ��; �

,� �� F�A�� /0�;� �� 	 ;��D�� /�� =��R4 ,+ <��
 *� �<��� 	 �9� /�	� �� ��*� *�1�� ;D��(��

B�D�� �9|[<��� �%�� ]2[. 

?�%��2��:! 

   ���� %� ;A0 ;><�)4O}�M�<0<� /0*4 $R�(W ���
nP��+ B9 N� 	 ;�9�2&9+ �<2 ;A��P+ _��R� ,+ $�� ��
�<0<� �� 	���M>8�� <)2�� ;0�� ;�9�2&9+_�.�2� � 

;�9�2&9+ V�(��3� 	 ;�9�2&9+� � %� ,+ � /0*4
F9��0*h2 ���� V�CPW� ;�9�2&9+  �.2 �<)���

�,���� ;0�8� ]11[.  

V�CPW� =0�	� �� 9+&���� �;�9�2,� ;><�)4 F�9)C
;U�;� ,�@*> *h2 �� ,2�0�� '()� /0*4 $C*� ,+ <�

 ,� �9X ?��P+ F�0���� ,� $(�2 �*�1��,2���� ���
r+*� ;�9�2&9+ ;�<�17� ]12[. ,����� F��% *4

;����� F�94,� �� ;><�)4 ~�9X F<� $NO ��)R�
 ,+ ;4��� ���� 	� ;A�2�A� �<��� ��4 �� *D0<A0 �� E��

�<� �<O �� %� �t� 	 ��9� 	� *>� .�*+ i0*R4 <2�
��*� �� �� ��� ?0 �����<)��� ,���� �)+ %� *>� �

,� *D0<A0U�@�  �	� �� ��0%�%�<2� �<29� �	� �*�>
2& %� ;A04 � s���0� �*D0� $-�[ �� ��9@ 	 ;2& *�Y 

�)+�<2� /0� .�*+ <��9X,� {9�*� ���@ ~�9X;A08 �
a 	 �(SQ �/�t�� �,2�A4 �F�A� :<)2���;� �* <���

�,,29> 	� %� ;A0 ��*� ;A08�@ ~�9X /��R4 �� ,+ ��
;� /��R4 �*D0� �� $�U�X F��� ���,� .�9� V��(C

,� �<� $NO V��� %� ?0 *� *D0�$-�[ ̀ �94 ;�9X 
;�9�2&9+ .<� <��9X i�U94 ,��1� 

���� ��*� ������R� ;><�)4�<� i0*R4 ������  $��
 /�� �<C ?0 ���R� /0� �<)��� V	�N�� �� �� ,+1-0 

 ��<.� ,+ $��1 ���� *q+�<[ 	 ;><�)40  =Q�<[

2 Von Neumann entropy 
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<�)4 ����;� F�12 �� ;> ���R� %� �� ,-�.� /0� �� .<��
����;��0��D- ;><�)4 �)� ��*� ;N)�� ���� ;><�)4

��*+ ���N���0� .�;��0��D- ;N)�1 ,� F�9)C ;0��� %*�
���� F�8�� ��*�,� 	 $�� *��N4 =��Q ;><�)4 *0% B*@

;� i0*R4�9� ]13[:  

  1log A

NE    ‖ ‖                                     6 

)0� �� ,+��� 
A _�.�2� *D�C  	 ;K8O10‖ ‖  =U�
;� F�12 �� ��,+ <�� ,��(4�� F�9� ;N)� �� *0% v*� {

����: 

   : log 2 1
N

NE                                      7 

����� ��@A���  

   B�D�� ��SX;� ��%�� 	� /�� ;��D�� F�8�� <2�94
2�A4 	 F�A� %� ���N��� �� �� �����*0%� ��94����9+ �

�%�<2� `�94 ��� /�-	� ��*� 	 <)+ �*�> 	 ����
F���A�� ]14[ B�D�� ;��*� ��*��%�� ;�9�2&9+ 

 ,� ;������ ��*� �<� $NO ?�2�A�9��� ���*D2��92
X*Z�  ���R� /0� �$@*> ��*Q ���N��� ��9� %��� �<[

,�;� i0*R4 *0% V�9U�9�:  
2 2

1ˆ ˆˆc p qs  

                                          8  

,+ F& �� 1 2
ˆ ˆ

ˆ _
2

q q
q


 � 1 2

ˆ ˆ
ˆ _

2

p p
p


 	 

†ˆ ˆ
ˆ

2

i i
i

a a
q


 ،

†ˆ ˆ
ˆ

2

i i
i

a a
p i


  	 F�A� ���*D�C

;� ,2�A4<)��� . �<� B�D�� nP��+ ����� 	� ;�Q	
;� ��h�2� V�9U /0� �� <)��� ,+ �	�ˆ _q  	ˆ _p 

,�;� ��<.� 	 <)+ =�� *NU $�� ��*� �� $0� 2
cs

,���� ������ B<C =U� y(W ;-	 /0*�1�� $�RSQ

 ,+ ���<.�ˆcs ;� ��<.� <��� ,���� <2�941 .$��  

  

                                                           
1 Logarithmic negativity 

=�	��B� C;���  

   $NO *Y�;><� � *� ;@P4��;D��( ;�9�2&9+  �����
,�@*> ��*Q ,R-�S� ��9�  ;|R� �� 	 $��,2���� ���

$NO;><� ;D��(�� *� ;�(q� *Y� ;@P4� ;�9�2&9+ 
�<� ;D��(�� �9( � pC�� 	 ,���� $�� ]3�15[. 

;� 8�2 ;><2PZ /�)���pC�� <2�94  V�CPW� $09.4
�9� =��.��. /0� ��  ���	
� �0*4�� %� ���N��� �� ��

-��R� %� �*7��� ;-�DZ� ;U�1 -��R� 	�5  ,� {9�*�
 *D2��92 	� /�� =��.�� V�CPW� ��<.� �=��.�� V�CPW�

,� �� =��<2�	 i�7� *0��.� ��%�
thn  �� 	 ,(��3�

=A�2 ��*+ ��� ��*� �� V�(��3� /��� /�)��� .�0�
����-��R� E���*� ;><�)4�7  ���� B��2�4 	s *�Y
$NO���� *� ;@P4� ;><�,� �� ;><�)4 ��%�

thn 

���9�2 �� �� V	�N��3 .�0�9�2 ��� F��� �� ,+ �9W
=A�2 ;� �<0���9� 4s �0�8@� *�Y

thn  *� V�CPW�
;� ;10�8@� =��.���;-�[�� �<��=A� �� y��S� ,+3 

4s�� *� F& *�Y��.$�� ;1��+ ;><�)4  

 

 

#*�2 .�0�.� ���9�2� $NO *D2��92 	� /�� =��.�� V�CPW� �<�  ;@P4�
 =��<2�	,� i�7� *0��.� ��%�

thn ���*������ �� 
1 2  7.0    �

0.90g   	3.0E  �0.25   	0.01 .    
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#*�3. �0�.� ���9�2� ����$NO *D2��92 	� /�� ;><�)4 �<� 

 =��<2�	 ;@P4�,� i�7� *0��.� ��%�
th

n  �<� *+� ���*������ ��
=A� ��2.  

R-�S�� $NO *Y�;><� B�D�� *� ;@P4��%�� 
;�9�2&9+ ;� F�12 �<������� ;|R� �� ���
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