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Abstract 

In this study, the stability and bifurcation analysis of nonlinear ion-acoustic waves is investigated 

in a non-Maxwellian plasma consisting of cold ions and Kappa-distributed electrons and 

positrons.  First, a characteristic equation for the evolution of ion-acoustic waves is obtained and 

then the stability of traveling wave solution on fixed points-energetic positron density plane is 

discussed numerically. It is found that the motion dynamics of homoclinic orbits and nonlinear 

periodic orbits undergo a transcritical bifurcation at the critical positron density ��, where two 

fixed points coalesce, and then switch their stabilities. The variations of the initial �� and critical �� positron concentrations versus a wide range of values of  the spectral index of positrons �� and 

electron-to-positron temperature ratio � are also studied. Furthermore, according to the phase 

portraits analysis, the coexistence of homoclinic orbits, nonlinear periodic, and super nonlinear 

periodic orbits is also investigated for different conditions. It is shown that the positron density 

and the temperature ratio of electron to positron play a crucial role in the propagation of nonlinear 

waves. 
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۵                   .  � = �1 + "��#������# !�
  

  �l9? cj��W� ��E9  :/�CY  ��E	,�@/�  �  ���    	

E	,� '9�  ���  .�.�  d�5,5 c���  �;23  <�8� :/�CY $% )j=i, e, p(    .&�� �;� ���+J�  &B,��  .�  &B,�

E9 -  :59T&% = �'�/)���/*  �  :@ ,�@/�  <��3��� +    .�'�/,  E��' �-    	  E�@�.  .� d�5,5  .� :39  �3�-,?

���S�/�� = �41,*�%/)���/*   ����  Z9`  	 23 = �'�/41,*�%��/*  �;� ���+J�  .;3���  + ���  �

���,������  � = �0/,0  	  � = '�/'�  .� d�5,5

E	,� '9� �;23 <�8� :/�CY &*�3E	,�@/� .� �� ��    	

:� E	,� '9� .� E	,�@/� ���� &*�3���+  .;  6O���� 

 	��  E	,�@/� t�,43� E���� ��3E	,� '9� 	 ��  '� �� ��

:�  E�23  :/��W5  &/�]  .;+��, ��0�  >Y9-  1 �  

6O����  � ,C3���   �9\]  ,�2��  E	,�@/� ��    	

E	,� '9��� �  ,�  ;+��9O ����� �� �w,3�  �9�  .��  ��'�  

, ��0�    r���  )��,� → ∞  (k��	�4    	5  .� ) '95  

:/9�-�� ,�+� :� 9�3;  .  

  .-  ��+-  &^�  ; ����  W/�N��    Q�9��  ���O��

:/S�O�  L	�  h ,`  '�  :@�5���	,�@/�  k��  ��  �

k��	�4    	5�    ��,�]; ��  >Y9- cS�g tM   [,� �� ���� ≥ 3 �9� .�?,= ,p3 �� ]44[.    

�7��8 .�9��	  

   �8�  1 �  ��    <*^.�  1�O��,�  '�  Q�9��  c��I�g

E9  :NO,�P-E	,�@/� >  �� :59T- E	,� '9�-  E9 

���S�  �:/9�-��,�P �� �;���N���  E9  Q�9�� :=;+��� -

  ��  :59T  ����S�  k�4�  ��,p3;�    :��,�  ����9O

�,-  . &��- ��9p+� 1 � ��,�cj��W� �� .����	 ���3–

1  .� ��c�9T    �� �;� <�8� 	 :/��W5 �8� '� :*�-,5

:� ,p3� ,�=    ::+W  = 1 + :    �� = �:    	+ = +: . 

E9+-�  .� :/S�O� �8� �,? ��  c�9T,��;��<	�    .-

  E(  ��=    	  Q9�  �;B/    Q9�  �3�-,?:�;���   	

:NOcj��W�  �'��3-1N���  ��  .�  :=;+���  c�9T / = = √? + =*⁄   :� 1��W5  .�9� ,������ ��+ � �� ?  �.<@�  ? = �&� + ��A�� �1 − ��⁄   E���  

:�  .�9� &��a  ���&�    	A�  .�.� d�5,5 :f�` 6O��

E	,�@/�E	,� '9� 	 ��  ��  .����	;+���  .� 	  A,?  , ' ����  

:�:;39�  

۶                                    

⎩⎪⎨
⎪⎧&1 = �,−12�,−32

A1 = ��−12��−32
  

E	,� '9� s��P �� .- ��+- &^� ; ����   )� = 0  ( 	

  �;] &/�] ����,� → ∞N��� ��   �;� ���� :=;+���

.�  c�9T/ = = √1 + =*⁄  E���  :�  ��  .-  �9�

N���� E9  Q�9�� :=;+���- 	� ����S� >  �� :59T

� x.f/  ��  ��E9 �,�  ���  E	,�@/�  	  :/9�-��  ���

:� &0��N�;+-  ]4[.  :� E�23 ��;B c�*��4� - ;+��  .
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E	,� '9�  :/�CY  � ��?��3�-,?  ���-  d*�  ��  

('�? &B,�) :� �;� ,2�+� Q9� .�9�    

 ,�:�� 
���� ;���9��  

   W/�N� ��,��    >���+ ��-�  :NO,�P Q�9��    ��2�3� <��^

  :��,� 	 ,m�] ����S� Z;� ���J3(  ���; ��  � ,�J�

  &��s9Y��Y  :Wg,�  ��  :?,W�  ��+-   .-  c���    ���S�

  &B,� �� E( ��,��G   &-,]  :�;++-  .  ,�b�� ,��b5 �� �M/ H = . − G-   �',�  k �,� 	 → 1  �� → 0   � + → 0    	I+ IH → 0⁄  ��    .-  :5�9TH → ±∞:� �  ��3�95  ��  '� ���f���  cj��W�5-1N��� ��    , '

E9  >���+ � ��,� ��.� �� :� �	( &��  I*+IH* = − IΓ�+�I+ = L+ + M+* + N+O
 

٧                                     

  .- ��9`  

٨     ,             L = P!��� + 3!"���� − �Q�  

٩             ,   M = P���� − 3�"����� − O*QR  

١٠     .              N = P���� + 3�"����� − S*QT  

 ��a &��  ���  

١١                               

⎩⎪⎨
⎪⎧&2 = &1��,+12�

2��,−32�
&3 = &2��,+32�

3��,−32�
           

                                                

١٢                              

⎩⎪⎨
⎪⎧A2 = A1���+12�

2���−32�
A3 = A2���+32�

3���−32�
                                                                                            

A'j  � .  .- &�� ,-��/��W�7  /��W� ,C3����    >  �w,3�

���  .� E��93 Z�] ��  &B,� �� ;]�	 A,gI+ IH⁄  �� 

  <��3���Γ  :�  .;���  :@ ,�@/� <��3��� �w,3�Γ�+�   h*`

N���� :� E��� , ' :�9�  

١٣          Γ�+� = − U��* − V��O − W�RX                                    

����,5 1  ���  T95�e    Z945  >  �����  ���f���    '�

� ��W�� ���- L	��������  � ��+�@:  :�  ;���.-   ��

/��W� E(�  P�NO,:  *5,��  /��W� 	� .� �A	��  *5,��  Z	� 

<0���  ;*5  E��'  '� <  �:�9�  . :N �,�  1�+Y  &45

W�/���7    ��  ��C��� &fg  cj��W�;��  P�NO,:  ' , 

 �� '��  :&��  

١۴                Y Z�Z[ = \
Z]Z[ = L+ + M+* + N+O 

�����14    &�� &85 :@���+ � ����� > .-    k�95

:� e�T95 , ' :39����� )��5:�9�  

١۵                   ^�+, \� = �* \* + Γ�+�    
 

��  :�9�B  c�7�8�  k�95  �����  &�Wm	  ��+ � �+, \�   :� e�T95�9�. 5 1 � & ��  E( e�T9 &��

  .-; �    ��9� �� :�J�>���+ �  :� .I��� ���S�;��   	

  :f�-  &����s�9g���    Q9�  �;3	�:�,� �� ���,�=  .

�w,3� �� '�? ��\? �� '�? ���,���  <-    &0��N� �����

����    	E�23;+���  s�9g���  Q9�  �;3	�  :NO,�P 

;+���  .����	 .-  .��	;4��  :W��	  '�  ,��b5   ���,������  

:� ���S�;+���.  �	SB�,�  �1  /��W��  � ��+�@:14 [�03 �  

CO��	�:   +W:  �g: .-  b5  ����,    ���,������  >Y9-

���S�  @�� �9B Q9� <: �9�  � ���M= 	�1    Q�9��

l�f5� �;3	�  � :;�?�  � 682� ��:;+-  . ��\? �.���� ��

  Q9��  :CO��	� 	 '�?E9  :@�5���	,�@/�- ��  :59T

  .�,- ����9O :��,�  

.� A'j  .- &�� ,-�  <��^ ��	
� 1 � �� �9g9� ~ ��3

  :��C2 ��'( 	 : �\? ������S� �� �,���-  �9\] ��

E	,�@/�E	,� '9�  	  ��  ���-  ) '95  ��  �w,3�,�  ���

:��;+��.� .c��*B,C �  ��;B <�45 	 . ��5 �� � ��

'���    �9g9�  ���,������  ��	
�  1 �  ��  ��  '� , ��0�

  ��;B�;� L���=  ����� ,f�9�+C� ��  :3	,593  ���

  E�O,Y  s�8�3���,-.� �  �����  ,f�9�+C�  ��  ���
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�E�O,Y :3	,593  E	,�@/� ���� 	 :/�CY , ��0�  	 ��

E	,� '9�.� �� , ' c�9T L���= �;�;3� ]45[ :  

E	,�@/�  :/�CY 9�  	  ��'E	,�   .*5,�  '�  ��10*% − 10*� m�O  	  E	,�@/� ����E	,� '9� 	 ����  *5,� '�� 10 − 100 eV.  ,�  D���  1 � ��-  .����  ��  �  

  �����9�3  ���  ��  ���f���  ��9�  ���,������'��  ���  0 ≤ � < 1  	0 ≤ � ≤ 2 �;� s�8�3� .;3�  

  ������ �����   

   E���  ���S� ���,������ ,��b5 ;� ����� .- �9`  ,�+�

.�<@��,�=  :NO,�P  Q�9��  '�  :f�8�  ������O��  

:�  .�9�.�  c��*B,C �:@���+ �  �����  �14    [�03

  1��  Z�0�3�  	  :CO��	�;� ���  f�8�:    .-��^�  &

;3��� �� ���S� k�4� �� ��2�3�  :� E�23;��  .  E�;� 1 �

  &�� :+W�[�03 .-    &��a  (Z��W5 [�03)������   <@�

� Z,�+- �� '�? ��\?:;++-  .[�03 1 ��  :`�03  ;+���   .-  

<��3�,f � cj��W�  �-�]  ,�  �����  >   s�9g  &��a  

E	;�  :C����	  .�E��'  ;3���.    ���.  ��9o5  E�,���-

 :CO��	�  ]30[�  :@���+ �  �����  Z��W5  [�0314    '�

E����� <] h ,`  Z]Z[ = 0  	  Z�Z[ = 0  �.:� &��;+ ( 

�J3(  <]  ��  .-    1 �  [�03.�c�9T  d%�Φ%, 0� � d��Φ�, 0�    	d*�Φ*, 0�  ����  :�;39�  ��+ �  ��  . Φ% = 0   	  :J ;�  Z��W5  .N03Φ�,*    Z��W5  [�03

  ;+���  :J ;�,�P'�  .-  /��W�  <]�  g���   	�        N+* + M+ + L = 0 .�A,? , ' �.:� &��;+ ( :  

١۶       Φ�,* = �*W f−M ± √M* − 4NLg  
��9`  6O�� .-1    	2  .� &�SB �� d�5,5  	 + ���– 

.���� &0��N�  

.�  .��� &��-  e�8�  , ��0�  ���  �����  ��  �9g9�

:/��W5  [�03  �,m�]  ����S�16    :f�8�  ������?�

:�  ;+3�95  .;+��� .����  ��<@����1  �5  4    :/��W5 [�03

.� �J3( :C����	 	���,������ ,��b5    ���S�  ;+3��  &*�3

E	,� '9�  �;23  <�8�  :/�CYE	,�@/�  .�  ��  �����   	  

  E	,� '9�  .�  E	,�@/�  ����  &*�3���    �;�  :��,�

  .&�� 

<@�1    [�03 &�W^9�) &��aZ��W5(  &��- .- :�^	 ��  �    ,��b5:�:� E�23 ;+-;��.  :� �;��2��9�  .-  N03� 

 :J ;� Z��W5�Φ% = 0,0�   , ��0� A��5 ��,��   �9g	

  ����:/�]��  .-N03�    &��a�Φ�	*, 0�  .�  k0?  ��'�

  , ��0�� > ��  :� ,���;39�  &��- .��  ��;0�    .3���(

E	,� '9� :/�CY  :J ;�,�P &��a [�03 �9g	 ��,� ���  �

:�  E���;+-    [,�  '�  	Δ = M* − 4NL = 0 

�.:�  &��; (  ..�,C �  c��*B�  :/�CY  ��,� ��:    ��

�	;4��  0 < � < ��  �]�3)�I  ��;0�  �(/��W�  ���/�  �

  	� .g��  j�� �� �;� :?,W� Z��W5 [�03 	 ��9� :f+�

  :�9�9�  :J ;�  ,�P:�;39�.   &/�]  1 �  ���    ,p3  '�

  :@ ��?  �� k�4� �� ��2�3�  &���^  :g9� ��� .���;3  

A'j [,�  :?�- 	    >  �� :NO,�P Q�9�� ��2�3� ��,�

.+��- ��;0� >  <^�;] �9g	 ����S� k�4�  (���+��)  

:� <��3��� �w,3� )��5 ��,�;���  .,� 1�+Y` :��'� ��  

�9g	  03 [�  :0�0]  Z��W5  ���S�  k�4�  ��    ��� �

:��,=3;   .N03  	� 1 �  1��  ��  ��� c�3��93  ;3�9��  .-

  e�T95.;+-  :�9�9� :J ;�,�P Z��W5 [�03 �M/�    1�+Y

.�  	  <��3���  �w,3�  )��5  ��,�  ��  ����O�� ��2�3�  )*5

 :NO,�P Q9����,? :�3 .;++-     

  :?,` '��]�3 ��,� �II  ���,� :+W  �� < � < ��   ,� �

  .�N03�    :J ;�,�P 	 :J ;� Z��W5��� �9g	3 1 � �� ;

  .- ,���f5[�03  �P Z��W5,.;+��� :f+� :J ;�    c��I�g

<@� �� .�]�3 1 � ,�2��4;� :��,� s &�� �  .  

q�� �J3  .�  , ��0�  ��'�� > ��  �]�3) �III(  Z��W5  [�03  �

�P,:J ;�    .;+��� :f+� 	 &*}� , ��0� �������    ,������

:3�,4��,5  :CO��	�  :�;���   .-  c�BS`�   ,�2��  � �

�  .���  ������9O+  .;� ;<@� &0�0] ��1  E�23  :�;��  

.-   ,������  E	,� '9�  :/�CY 9g	  ���   	  Z��W5  [�03  

��2�3�  Q�9��  �;3	�  h��N�  ��  ��  �J3(  Z,�+-  :�.;+-    ��

  �<@�  1 �.�  ���S�  ���,������  , ��  c�9TL =
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0.6  �� = 1.5  ��� = 3    	�� = 4  ��   .�?,=  ,p3

�;� .;3�  

  
���1.   ,������ �� :@���+ � ����� ���; �� 	 :/��W5 [�03 c�,��b5� .

  �3� ��,^ ���9�3Φ%  :�( ���9�3 �Φ�  �3� ���� ���9�3 	Φ*.  

  

��	;4���  ��� ���;  ���3  	 ���;  Z��W5  [�03    ��  .-

<@�1    &��  �;�  ����  E�23 ��3    <�45  '�  ���f���  ��

����� :NO ���; ��  ���/��W� h*` ,� :@���+ ��  , ' 

 &�� �;� 682�:   2* − 3NΦ%,�,** − 2MΦ%,�,* − L = 0  
١٧  

  l9?  c��*B  ��2  s�9g :����	  �  ;��  �+�(  ���

:� :/��W5 [�03  .;���:� �;��2� [�03 ���; �� .- �9�

  Z��W5��  � = ��   1 �  ��  .;+-  ,��b5  &��  1@��

 >���+ �  �&/�]  :NO,�P   Q�9��  E9 - >  ��  :59T  

  :CO��	��,5:3�,4�  :�  .g�9�;39�  . '�  �9p+�

N03 >  :+W  :3�,4��,5 :CO��	��    .�� ��,� .- :���a

  '� 	 ���� �9g	 ����� ���,������ '� e�8� , ��0�

:�3 1��.� .�	� �:CO��	� '� ;W� 	 <*^ �,C � c��*B

N03 > �    �9g	 ��; �� &��a .N03 >  	 ��; ���3 &��a

.� �J3( .- :�^	 .����:� ��9O,� �����; �� ;++-  E��

:�  ,��b5��9`  ;+-N03  �.-�   ��; ��  ���; ���3  &��a

:�  .�@B,� 	 �9�  �,m�] Z;� ��  ��  :/�CY� = �� 

:� ��� � :CO��	��9�  .  �:CO��	� '� ;W� .N03 	�

  &��aΦ%    	Φ*  :�3 ; ;��3  .@� ;39�  �J3( c�*a k0?

  .�,- ;��9O ,��b5  

���f���  ��  45  '��<  CO��	�:  ��������  � ��+�@:  �

  :3�,4��,5  :CO��	�  ,������  ��;0���N���  '�  � �    , '

�.:� &��  :; (  

�� = − �2L*�� − L* − 2�� + 3�f2�� − 3g�2�� − 3�f2L*��� − L*� + 2�� − 3g 

18  

.�  .-  ��;B  , ��0�  ��'�L = 0.6  �� = 1.5 � �� = 3    	�� = 4  �l9? .N��� h*`,� �  ��;0� ,������

.�  :3�,4��,5  :CO��	�  c�9T�� = 0.227 

�.:� &�� .; (  

�	SB1 �,�  �<@� �� �;� ���� ~ ��31  :� E�23 .- ;+��

  ��,�� = ��    .N03 	� &��a  Φ�    	Φ*  .�  ��9O,� ��

:�;++-  :� 1�� '� 	;3	�  .1 ' :CO��	� Z���]� 1 �-

:�  E�23  ��  �,=.�  &��a  [�03  .-  ;��  ,C ;@  &��

:�  &-,];++-:�  ��9O,�  �;++-   �9��3  qS��0��  	

:�;39�  .  A;B _B�� k �,� 1 ���2�3�    :39��/�� Q�9��

  	  Q�9��:� ���S� k�4� �� :�	�+5�,=3;   d/�N� �� 	

  :�9�9� :J ;�,�P Z��W5 [�03 �8� �� �;� .I���  .-

�]�3  ��,��  0 < � < ��    �9�  �;�  �,N�  ���='��

 <��-���3;.    
c�,��b5   :+W  &��-  	�  1 �  	  .3���(  :/�CY  ,������

�� :3�,4��,5 :CO��	� E	,� '9� :f�` 6O����  �� 

  	E	,�@/� ���� &*�3E	,� '9� .� ��  ��� <@� ��2  

  E�23 &�� �;� ����  .<@� '�2  e/�:� �;��2�  .- �9�

  � ��?�  ����   �3���(  :/�CY  , ��0��  E	,� '9�  	  ��

  :CO��	�:� � ��?�  :3�,4��,5  .;�� .�  �,C �  c��*B

E	,� '9�  �j��  &�W�g  �9\]  ���w,3�,�  ���  

  >Y9- , ��0�)��(  , ��0� ���    	��   :� ���- .;+��   

1 �  :� E���.- ;+-    ��E	,� '9� :f�` 6O�� ,��b5 ��

:/�CY  �����    	��  .�:� �;�� ,��b5 �,5j�� , ��0� ;++-

	    y9m9�  1 �k �,�    �; ;g��  '�  :CO��	�  

:3�,4��,5  .��9g	  :�  ��	(.-  .�N��	�  E(  >���+ �  

'� :5	�f�� Q�9�� E9 -:59T ��; ;� ;��9O ;� .  
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