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Abstract 

In this paper, we introduce α-harmonic maps with potential μ on Finsler manifolds for the first 

time. To achieve this, we first define the α-energy functional with its energy density function. 

Next, we calculate the first variation formula and obtain the Euler–Lagrange equations of the α-

energy functional and then subsequently define the α-tension-field tensor field using Green's 

theorem. We then study and analyze α-harmonic maps which are critical points of the α-energy 

functional. We present theorems of existence and uniqueness and several examples. In conclusion, 

we look at the physical applications of α-harmonic maps in environments such as general 

relativity, modeling elastic materials, liquid crystals, σ-models, and magnetic systems. 
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 باز نشر اين مقاله با ذكر منبع آزاد است. 
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هاي  سازيديفرانسيل تا مدل ةهارمونيك: از هندس-αهاينگاشت  ة نظري 

 فيزيكي 

  ٣امير شهنواز، ، ٢قهفرخيرضا شكوهي ، ١سيد مهدي كاظمي تربقان
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  دهيچك

پردازيم. در اين راستا روي منيفلدهاي فينسلري مي   μهارمونيك با پتانسيل-αهايمعرفي نگاشتدر اين مقاله براي نخستين بار به 

 αلاگرانژ وابسته به تابع-اولر   ةفرمول تغييراتي اول، معادل   ةو چگالي تابع انرژي پرداخته سپس با محاسب  انرژي- αمعرفي تابعابتدا به 

كه    انرژي- αنماييم. سپس نقاط بحراني تابعرا معرفي مي   تنش - αگرين، ميدان  ةآوريم و با استفاده از قضيدست مي ه را ب   انرژي-

نگاشت  آنها  قرار مي - αهايبه  مطالعه  و  بررسي  مورد  را  اين هارمونيك گويند  پايايي  و  وجود  زمينه  در  قضايايي  دهيم. سپس 

 مختلف   هاينظريه   در  هاكنيم. در نهايت كاربردهاي فيزيكي اين نگاشتها را بيان مي هايي از اين نوع نگاشتها ارائه و مثال نگاشت

  مغناطيسي   هايسيستم   ديناميك  و   سيگما  هاييك، تحليل بلورهاي مايع، مدل الاست  مواد   سازيمدل   عام،   نسبيت  ةنظري   نظير  فيزيك

  . مكنيمي  بررسي را

  ، ميدان تنش، پايايياي فينسلري، منيفلدههارمونيك-α هاينگاشت :واژگاند يكل

  مقدمه

هاي هارمونيك  نگاشت   ة، نظري 2و سامپسون 1ايلس   

را منيفلدهاي ريماني  كردند،  اار  ١٩٦٤در سال    بين  ئه 

هموار٣[  نگاشت  يك   .[ f: (M, g) ⟶ (N, h)  بين

هارمونيك  ريماني،  هرگاه  3منيفلدهاي  نقطه   f است 

  :٤بحراني تابع انرژي 

E(f) =
ଵ

ଶ
∫୑

|df|ଶdV୥, ١                                      

  ]٦[  زير صدق كند لاگرانژ -اويلر در معادلهبوده يا 
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τ(f): = trace୥∇df = 0.                                   ٢      

است كه توسيعي   f ميدان تنش نگاشت ،  τ(f) در اينجا

قضي است.  ريماني  لاپلاسين  عملگر  وجودي    ةاز 

هاي هارمونيك در هر كلاس هموتوپي يكي از  نگاشت 

فينسلري بود كه ايلس و سامپسون   ةمسائل باز در هندس

نگاشت  اين  به  وجود  ريماني  فشرده  منيفلد  يك  از  ها 

ب با  را  غيرمثبت  برش  انحناي  با  منيفلد  كارگيري  هيك 
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]. اين تكنيك به  ٣، اثبات نمودند [  1تكنيك جريان گرما

بررسي قضاياي  متكي است كه منجر به ٢فرمول بوچنر 

منيفلدهاي ريماني گرديد 3ليوويل اين  ١٧[ ،  روي  ]. با 

نگاشت  يافتن  منيفلد وجود،  دو  بين  هارمونيك  هاي 

  ة خصوص هنگامي كه بعد منيفلد دامنريماني دلخواه، به

دليل برآورده نشدن شرايط  باشد، به  ٢تر يا مساويبزرگ

توسط تابع انرژي، كار دشواري است،   4اسميل -پالايس

-α  تابع 6و اوهلنبك ٥]. براي رفع اين مشكل، ساكس٥[ 

  :فرمرا به ٧نرژيا

E஑(f) = ∫୑
(1 + |df|ଶ)஑dV୥,                           ٣     

عنوان  را به ٨هارمونيك -α  هايمعرفي نمودند و نگاشت 

در   نقاط تابع  اين  [   بحراني  گرفتند،  اين  ١٦نظر   .[

هاي هارمونيك،  عنوان توسيعي از نگاشت ها بهنگاشت 

مدل در  كليدي  مطالعه نقشي  الاستيك،  مواد  سازي 

سيستم مغناطيسي ديناميك  خواص   هاي  بررسي  و 

 .] ٧,٨,١٣,١٩,٢٣دارند، [  9بلورهاي مايع

فينسلري  منيفلدهاي  به  منيفلدهاي  از  تعميمي  عنوان 

كه  سازي سيستمريماني، در مدل پيچيده  هاي فيزيكي 

متقارن توجه  داراي  مورد  نيستند،  سنتي  هندسي  هاي 

 ] دارند،  قرار  در ١٠,١١پژوهشگران  منيفلدها  اين   .[

جريان   ةو مطالعات هندسي در زمين بررسي نسبيت عام

ميهب ١٠ريچي معادلات  كار  از  بهتري  درك  و  روند 

].  ١٤,١٥دهند، [ دست ميهرا ب و سطوح مينيمال اينشتين 

مدل  براي  مواد،  علم  در  فينسلري  سازي  منيفلدهاي 

مانند بلورها و مواد كامپوزيتي   ساختارهاي ناهمسانگرد

مي [ استفاده  به٧شوند،  منيفلدها  اين  همچنين  عنوان  ]. 

ريماني منيفلدهاي  از  نظري تعميمي  در  ريسمان  ةدر 

در  جريان  ةمطالع انرژي  تحليل  و  هندسي  هاي 

 
1 Heat flow 
2 Bochner formula 
3 Liouville theorem 
4 Palais-Smale condition 
5 Janatan Sacks 
6 Karen Uhlenbeck 
7 α-energy functional 

[ سيستم دارند،  قرار  توجه  مورد  فيزيكي  ].  ٩هاي 

مو بار  روي   ١١نخستين  هارمونيك  نگاشت  مفهوم 

 ] نمود،  معرفي  را  فينسلري  وجود  ١٠,١١منيفلدهاي   .[

نگاشت  نوع  توسط  اين  هموتوپي  كلاس  هر  در  ها 

له باز در هندسه ئعنوان يك مسبه   ٢٠٠٠در سال   ١٢چرن

اين    ٢٠٠٥در سال   ١٣فينسلري مطرح گرديد. مو و يانگ 

انحناي  ئمس روي  شرايطي  گرفتن  نظر  در  با  را  باز  له 

 ] نمودند،  برد حل  و  دامنه  آن  ١٢منيفلدهاي  از  ]. پس 

فينسلري  نگاشت  منيفلدهاي  روي  هارمونيك  هاي 

طور گسترده مورد مطالعه و بررسي پژوهشگران قرار  به

 ] نگاشت ٥,٦,١٠,١١,١٢,١٧گرفتند،  اين  در ].  ها 

هستند. حوزه كاربرد  پر  بسيار  فيزيك  چندگانه  هاي 

ها در فيزيك محاسباتي براي  عنوان مثال اين نگاشت به

شبكه هندسهتوليد  در  ساختاريافته  پيچيده هاي  هاي 

ها از  ]. در نسبيت عام نيز اين نگاشت ٩روند، [ كار ميبه

جريان با  ارتباط  مينيمال، طريق  سطوح  و  ريچي  هاي 

]. افزون بر  ١٤,١٥خورند، [ معادلات اينشتين پيوند ميبه

آن نقش  نظرياين،  در  بيانگر    ةها  مواد  ريسمان و علم 

تطبيق سيستمقابليت  در  كمينهپذيريشان  كننده  هاي 

مي [ انرژي  به٩باشد،  نگاشت ].  ديگر  هاي  بيان 

هارمونيك، پلي ميان هندسه ديفرانسيل و فيزيك، براي  

 .دهندهاي پيچيده ارائه ميدرك سيستم

هاي هارمونيك و  نظريه نگاشت   ةدر حوز گپ پژوهشي

عدم بررسي كاربردهاي فيزيكي آنها و  هاي آن بهتعميم 

به  منحصر  آنقش  نظريهنفرد  در  فيزيك  ها  بنيادي  هاي 

بهبرمي پژوهشگردد.  بيشتر  ديگر  روي بيان  ها 

ها  خواص رياضي آنهاي هارمونيك كلاسيك بهنگاشت 

بوده در حاليمتمركز  تعميماند.  كاربرد  اين  كه  از  هايي 

8 α-harmonic maps 
9 Liquid crystals 
10 Ricci Flow 
11 Mo 
12 Chern 
13 Young 
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نگاشت نگاشت  نظير  به  هارمونيك-αهاي ها  طور هنوز 

هايي مانند فيزيك، مهندسي مواد  جامع و ژرف در زمينه

سيستم نشدهو  بررسي  پيچيده  و  هاي  كاربرد  و  اند 

آن مدلجايگاه  در  پديدهها  غيرخطي،  سازي  هاي 

هاي گرانشي و ساختارهاي توپولوژيكي در مواد  انرژي

هاي مغناطيسي مورد الاستيك، بلورهاي مايع و سيستم

اين،   بر  علاوه  است.  نگرفته  قرار  پژوهشگران  توجه 

نگاشت  منيفلدهاي    هارمونيك -αهاي پايايي  روي 

ريماني، كمتر در   ةعنوان تعميمي از هندسفينسلري، به

بوده توجه  اين  كانون  كه  است  حالي  در  اين  اند. 

سيستمنگاشت  نمايش  در  كليدي  نقشي  هاي  ها 

 .كنندناهمسانگرد و غيرخطي ايفا مي

- α  هايهدف اصلي اين مقاله، بررسي كاربرد نگاشت 

حوزه  ارمونيكه مهندسي  در  و  فيزيك  مختلف  هاي 

مطالعمي شامل  كه  نگاشت   ةباشد  اين  در پايايي  ها 

هاي  منيفلدهاي فينسلري، تحليل رفتار پايايي در سيستم

غيرخطي تحت تأثير عواملي مانند تغييرات دما، فشار و  

مدلميدان ارائه  و  عددي  هاي خارجي  و  رياضي  هاي 

آن نتايج  اعتبارسنجي  اين  براي  در  همچنين،  است.  ها 

ها و  در تغيير خواص اين نگاشت   α مقاله تأثير پارامتر

گردد و تلاش هاي فيزيكي بررسي ميسازي پديدهمدل 

به مي فيزيكي،  و  هندسي  ابزارهاي  از  استفاده  با  شود 

تئوري نگاشت توسعه  زمينه  در  نو  -α  هايهاي 

آن  ارمونيكه كاربردهاي  پيچيده  و  مسائل  در حل  ها 

تري از  علمي و مهندسي پرداخته شود كه به درك عميق

و فيزيكي  سيستم  خواص  در رفتار  پيچيده  هاي 

 .انجامدهاي مختلف علمي و صنعتي ميحوزه

به مقاله  بخشاين  در  است:  شده  تنظيم  زير   ٢شرح 

نگاشت به كاربردهاي  در    هارمونيك-α  هايبررسي 

به نظريفيزيك،  سازي مواد نسبيت عام، مدل  ةويژه در 

مدل  مايع،  بلورهاي  تحليل  و  الاستيك،  سيگما  هاي 

سيستم ميديناميك  مغناطيسي  در  هاي  سپس  پردازيم. 

نشانه ٣بخش و  اصطلاحات  اصول،  از  برخي  ابتدا   ،

شوند و سپس هاي هندسه فينسلري بررسي ميگذاري

تابع نظير  چگالي-α  مفاهيمي  و -α  انرژي،  انرژي 

ريماني   هارمونيك-α  هاينگاشت  منيفلدهاي  روي 

مي فرمول  معرفي  محاسبه  با  اين،  بر  افزون  گردند. 

لاگرانژ مرتبط  -اويلر   ة انرژي، معادل-α تغييراتي اول تابع

اي  دست آورده و در نهايت نمونها بهانرژي ر-α با تابع

از يك منيفلد فينسلري به    هارمونيك-α  هاياز نگاشت 

منيفلد ريماني ارائه خواهد شد. در بخش پاياني مفهوم  

پايا روي منيفلدهاي فينسلري  هارمونيك  -α  هاينگاشت 

مي بررسي  آن  كاربردهاي  با  بهمراه  و  علاوه  هشود 

-α  شود كه تحت آن هيچ نگاشت شرايطي مطالعه مي

به    ارمونيكه فينسلري  منيفلد  يك  از  ثابت  غير  پاياي 

𝕊୬(n يك كره استاندارد اقليدسي > وجود نداشته  (3

 . باشد

نگاشت  در    هارمونيك-α  هايكاربردهاي 

  هاي پيچيده سازي سيستم فيزيك و مدل 

  هارمونيك -α هاينگاشت ة  در اين بخش كاربرد نظري   

سازي مواد نسبيت عام، مدل  ةويژه در نظريدر فيزيك، به

مدل  مايع،  بلورهاي  تحليل  و  الاستيك،  سيگما  هاي 

سيستم ميديناميك  بررسي  مغناطيسي  اين هاي  شوند. 

بالا و ارتباط مستقيم با مسائل    دليل كاراييها بهنگاشت 

ابزاري قوي  سازي انرژي و جريانكمينه هاي هندسي، 

فضا پيچيده  ساختارهاي  آناليز  و  تحليل  زمان، -براي 

و  غيرخطي  تغييرات  و  نيروها  تأثير  تحت  مواد  رفتار 

مطالع انرژيپديده  ة همچنين  و  توپولوژيكي  هاي هاي 

مي فراهم  را  نگاشت كرنشي    هارمونيك -α  هاينمايند. 

- در نسبيت عام، براي تحليل ساختارهاي هندسي فضا

سياه تشكيل  تغييرات چالهزمان،  و  گرانشي  امواج  ها، 

اين نگاشت توپولوژيكي حائز اهميت مي در  باشند.  ها 

بهمدل  مايع،  بلورهاي  و  الاستيك  مواد  شناسايي  سازي 

دهي به مواد كارا بوده  الگوهاي هندسي و تغييرات شكل
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براي توصيف   عنوان اينستانتوناي سيگما، بههو در مدل 

تونل و  غيرخطي  كو اثرات  بآزني  ميهنتومي  روند. كار 

نگاشت  ديناميك    هارمونيك-α  هايهمچنين  در 

دقيقسيستم تحليل  امكان  مغناطيسي،  توزيع  هاي  تر 

پديدهميدان و  فاز  گذارهاي  مغناطيسي،  هاي  هاي 

   .آورندغيرقابل بازگشت را فراهم مي

در نظريه    هارمونيك-α  هاي كاربردهاي نگاشت  الف)

- نسبيت عام و فيزيك مدرن: تحليل ساختارهاي فضا

  هاي گرانشي زمان و پديده

به    بخش  اين  نگاشت در  كاربردهاي  - α  هايبررسي 

نظري  ارمونيكه و    ةدر  پرداخته  فيزيك  و  عام  نسبيت 

زمان،  -فضا ةها را در تحليل ساختارهاي پيچيدنقش آن 

پديدهمدل  توسعسازي  و  گرانشي  هاي  تئوري  ةهاي 

مي مطالعه  نگاشت رياضي    هارمونيك-α هاينماييم. 

كمينهبه مسائل  با  مستقيم  ارتباط  و  دليل  انرژي  سازي 

تحليل جريان براي  قدرتمند  ابزاري  هندسي،  هاي 

سياهپديده  تشكيل  مانند  گرانشي،  چالههايي  امواج  ها، 

زمان و ساير مفاهيم بنيادي  -تغييرات توپولوژيكي فضا

عام مي نسبيت  نگاشت در  اين  مطالعه باشند.  امكان  ها 

هاي پيچيده تحت تأثير توزيع ماده و انرژي را  سيستم

عميق و  بهتر  دريافتي  و  از چگونگي  ممكن ساخته  تر 

فضا  گيريشكل در  هندسي  را  -ساختارهاي  زمان 

- α  هاي]. افزون بر اين، نگاشت ١٥دهند، [ دست ميهب

مدل   ارمونيكه پديدهدر  مانند سازي  كيهاني  هاي 

مقياس  اي و تشكيل ساختارهاي بزرگانفجارهاي ستاره

فهم بهتر اصول بنيادي  كيهاني نقشي كليدي داشته و به

هم اصل  مانند  عام،  ميداننسبيت  اثرات  و  هاي  ارزي 

 .كنندگرانشي بر زمان و فضا، كمك قابل توجهي مي

نظري هندس  ةدر  انيشتين،  عام  زمان  -فضا  ةنسبيت 

مدل  ريماني  منيفلد  يك  ميهمچون  با  سازي  و  شود 

 هايگردد. نگاشت شتين توصيف مينيت ميدان امعادلا

α- سازي  دليل پيوند مستقيم با مسائل كمينهبه  هارمونيك

جريان و  مطالعانرژي  و  بررسي  براي  هندسي،    ةهاي 

فضا  پيچيده  هندسي  مي-ساختارهاي  كارا  باشند.  زمان 

ويژه در آناليز و خوانش سطوح مينيمال  ها بهاين نگاشت 

جريان توصيفو  كه  ريچي  جريان  مانند  گر  هايي 

زمان است، مهم و حياتي هستند.  -تغييرات هندسي فضا

توان رفتار ، ميهارمونيك-α هايكارگيري نگاشت با به

انرژي  -متريك فضا  و  ماده  توزيع  تأثير  را تحت  زمان 

درك بالاتري از چگونگي پديد آمدن  بررسي نمود و به

فضا در  هندسي  معادلات -ساختارهاي  رسيد.    زمان 

آورند،  نسبيت عام را پديد مي   ةشتين كه اساس نظرينيا

زمان (نمايش با تانسور انحناي  -پيوند ميان هندسه فضا

- ريمان) و توزيع ماده و انرژي (نمايش با تانسور انرژي

براي    هارمونيك-α  هاينمايند. نگاشت تكانه) را بيان مي

كار  هزني و حل عددي اين معادلات غيرخطي بتقريب 

به و  پديده رفته  تحليل  در  همچون ويژه  گرانشي  هاي 

سياه تغييرات چالهتشكيل  و  گرانشي  امواج  ها، 

فضا  دارند. -توپولوژيكي  مهمي  جايگاه  و  نقش  زمان 

توانند رفتار  ها، ميپژوهشگران با استفاده از اين نگاشت 

شبيهسيستم مختلف  شرايط  در  را  گرانشي  سازي  هاي 

پيش و  دقيقبينينموده  دربارههاي  هاي  پديده  تري 

  .] ١٤[  دست آورندهيكي را بفيز

نگاشتب)   مدل  هارمونيك-αهايكاربرد  سازي در 

 مواد الاستيك

سازي  ابزاري مفيد در مدل  هارمونيك-α  هاينگاشت    

پديده كه  بوده  الاستيك  مواد  و  رفتار  غيرخطي  هاي 

نمايند. تر توصيف ميهاي كرنشي را دقيقاثرات انرژي

ها در بررسي مواد الاستيكي كه تحت تأثير  اين نگاشت 

و خارجي  شكل  نيروهاي  قرار  تغيير  مختلف  هاي 

مانند مدلي براي واكاوي چگونگي  توانند بهاند ميگرفته

نمايند.  عمل  ماده  ساختار  در  كرنش  و  تنش  توزيع 

ويژه در شناسايي الگوهاي  به هارمونيك -α هاي نگاشت 
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ي  هندسي و توپولوژيكي ناشي از تغييرات شكل و انرژ

 ].٨[  در مواد الاستيك كاربرد دارند

در    هارمونيك-α  هاييكي از كاربردهاي بنيادين نگاشت 

سيستممدل  رفتار  تحليل  الاستيك،  مواد  هاي  سازي 

تغييرات  مانند  عواملي  تأثير  تحت  كه  است  غيرخطي 

ها  باشند. اين نگاشت هاي خارجي ميدما، فشار و ميدان

تر اثرات غيرخطي را فراهم و  سازي دقيقتوانايي مدل 

چيدمان  به و  ساختار  تغيير  چگونگي  از  بهتري  درك 

الاستيك منجر مي بهذرات در مواد  مثال،  شوند.  عنوان 

توانند الگوهاي هندسي و مي هارمونيك-α  هاينگاشت 

ساختارهاي توپولوژيكي را كه در اثر تغييرات غيرخطي 

كامپوزيت  و  پليمري  مواد  ميدر  ايجاد  را ها،  شوند 

خصوصاً قابليت  اين  كنند.  مواد    شناسايي  طراحي  در 

ها در صنايع مختلف سازي خواص آنهوشمند و بهينه

ها در  علاوه، اين نگاشت باشد. بهبسيار حائز اهميت مي

هاي بزرگ و  بررسي اثرات غيرخطي مانند تغيير شكل

هاي غيرقابل بازگشت نقشي مهم و اساسي دارند. پديده 

از نگاشت  استفاده  ، اين اثرات كه  هارمونيك-α  هايبا 

انرژي در سيستمبه هاي فيزيكي رخ دليل وجود موانع 

مدل مي قابل  پيشدهند،  و  شد. سازي  خواهند  بيني 

نگاشت عنوان  به اين  از  نمونه،  مواد  يك  مطالعه  در  ها 

ها، براي توصيف و نمايش گذارهاي  و لاستيك كشسان

مي استفاده  انرژي  مختلف  حالات  اين  بين  شود. 

تئورينگاشت  گسترش  و  بسط  در  مكانيك  ها  هاي 

عميقمحيط دركي  ارائه  همچنين  و  پيوسته  از هاي  تر 

شكلپديده  تغيير  مانند  بنيادين  و  هاي  غيرخطي  هاي 

  باشدلاستيك بسيار حائز اهميت ميگذار فاز در مواد ا

 ]٢٣ .[  

  

 
1 Non-Perturbative 

در تحليل   هارمونيك- α  هايبررسي نقش نگاشت  ج)

در   توپولوژيكي  تغييرات  و  هندسي  ساختارهاي 

 هاي مولكولي بلورهاي مايعشبكه

به    قسمت  اين  نگاشت در  كاربرد  -α هايبررسي 

تغييرات    ارمونيكه و  هندسي  ساختارهاي  تحليل  در 

شبكه در  مايع  توپولوژيكي  بلورهاي  مولكولي  هاي 

ها با توجه به ارتباط مستقيم با  پردازيم. اين نگاشت مي

هاي هندسي، براي سازي انرژي و جريانمسائل كمينه

هاي مولكولي ابزاري قدرتمند  تر پيكربنديدقيق  ةمطالع

در بلورهاي مايع،    هارمونيك-α  هايباشند. نگاشت مي

قرار   انرژي  و  ماده  توزيع  تأثير  تحت  آنها  كه خواص 

به نحو دارد،  تحليل  براي  مدلي  و   ةعنوان  شكل  تغيير 

مولكول بهچيدمان  و  نموده  شناسايي  ها عمل  در  ويژه 

از  ناشي  هندسي  الگوهاي  تحليل  مينيمال،  سطوح 

مدل  و  توپولوژيكي  مولكولتغييرات  رفتار  ها  سازي 

و   فشار  دما،  تغييرات  مانند  مختلف  شرايط  تحت 

[ ميدان باشند،  مي  پركاربرد  بسيار  خارجي  ].  ٧هاي 

اي در  نقش برجسته  هارمونيك-α  هايهمچنين، نگاشت 

هاي فيزيكي و شيميايي بلورهاي مايع داشته  فهم پديده

مدل امكان  دقيقو  مولكولسازي  رفتار  در تر  ها 

هاي ساختاري يا انتقال  فرايندهايي مانند تشكيل نقص

پيش براي  و  آورده  فراهم  را  اين  فاز  تحليل  و  بيني 

ويژه در شده بهروند. كاربردهاي گفته  كار ميهتغييرات ب

سازي خواص آنها در صنايع طراحي مواد نوين و بهينه

و  مايع  كريستال  نمايشگرهاي  از جمله  مواد    مختلف، 

 ].٢[  هوشمند، بسيار اساسي هستند

نگاشت  د) كاربرد  در    هارمونيك-αهايبررسي 

 هاي سيگما و اثرات غيرخطيمدل

مدل   هارمونيك-α  هاينگاشت     براي  در  هاي سيگما 

مانند   ١اختلاليهاي غيرخطي و اثرات غيرتوصيف پديده
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با   زنيتونل كه  بوده  كاربردي  و  نيرومند  ابزاري 

پارامتركمينه يك  معرفي  و  ديريكله  انرژي    α سازي 

ساختارهادقيق  ةمطالع را تر  هندسي  و  توپولوژيكي  ي 

مي نگاشت ممكن  اين  مدل سازند.  در  سيگما،  ها  هاي 

اينستانتونبه رفتار  عنوان  واقع  در  كه  نموده  عمل  ها 

توصيف  سيستم غيرخطي  شرايط  در  را  فيزيكي  هاي 

اينستانتونمي اين  درك  كنند.  در  مهمي  نقش  ها 

تونلپديده  و  فاز  تغيير  مانند  كو هايي  در آزني  نتومي 

  ]. ٢٤[  ،هاي پيچيده دارندسيستم

در    هارمونيك-α  هاييكي از كاربردهاي بنيادين نگاشت 

سيستممدل  رفتار  تحليل  سيگما،  غيرخطي  هاي  هاي 

تغييرات   تأثير  ميدانتحت  و  فشار  خارجي،  دما،  هاي 

تر اثرات  سازي دقيقها امكان مدلباشد. اين نگاشت مي

تري از چگونگي تغيير  غيرخطي را فراهم و درك عميق

دست  ههاي مادي را بساختار و چيدمان ذرات در سيستم

بهمي نگاشت دهند.  مثال،    هارمونيك -α  هايعنوان 

توانند الگوهاي هندسي و ساختارهاي توپولوژيكي  مي

هاي مغناطيسي كه در اثر  در مواد بلوري مايع و سيستم

شوند را شناسايي نمايند كه  تغييرات غيرخطي ايجاد مي

به توانايي  و  اين  هوشمند  مواد  طراحي  در  ويژه 

از اهميت  سازي خواص آنبهينه ها در صنايع مختلف 

 ].٢١[   ،است بسيار بالايي برخوردار 

در تحليل    هارمونيك-α  هايافزون بر موارد بالا، نگاشت 

تونل   اختلاليغيراثرات   كو مانند  نقشي نآزني  تومي 

ب با  دارند.  نگاشت هبرجسته  اين  اثرات  كارگيري  ها 

قابل مدل پيشمذكور  براي  سازي و  بود.  بيني خواهند 

نگاشت  از  نظري  هارمونيك-α  هاينمونه،  ميدان    ةدر 

نتومي بين حالات آنتومي براي نمايش گذارهاي كو آكو 

مي استفاده  انرژي  ارزشمند  مختلف  كاربردهاي  شود. 

در گسترش تئوري بوده و  مذكور  فيزيكي حياتي  هاي 

عميق پديدهدريافت  از  مانند تري  بنيادين  هاي 

هاي پيچيده را فراهم شكني و گذار فاز در سيستمتقارن

 .آوردمي

نگاشته)   ديناميك   هارمونيك-αهايكاربرد  در 

 هاي مغناطيسي سيستم

مدل   هارمونيك-α  هاي نگاشت     و  در  تحليل  سازي، 

عنوان ابزاري  هاي مغناطيسي بهبررسي ديناميك سيستم

مي مطرح  دقيققدرتمند  توصيف  امكان  كه  تر  باشند 

اثرات پديده  و  غيرخطي  را  انرژي  هاي  مغناطيسي  هاي 

مي نگاشت فراهم  اين  ميآورند.  مطالعه ها  در  توانند 

هاي خارجي و  هاي مغناطيسي تحت تأثير ميدانسيستم

عنوان مدلي براي تحليل نحوه توزيع  تغييرات داخلي، به

هاي مغناطيسي و چگالي انرژي در ساختار ماده،  ميدان

نگاشت  نمايند.  در به  هارمونيك-α  هايعمل  ويژه 

از   ناشي  توپولوژيكي  و  هندسي  الگوهاي  شناسايي 

در مواد مغناطيسي، كاربرد   تغييرات مغناطيسي و انرژي

  ].١٩[  ،دارند

- α  هايهاي بنيادين و ارزشمند نگاشت يكي از كارايي

مدل ارمونيكه در  سيستم،  و سازي  مغناطيسي  هاي 

هاي غيرخطي تحت تأثير تغييرات  تحليل رفتار سيستم

هاي مكانيكي، يسي خارجي و تنشهاي مغناطدما، ميدان

نگاشت مي اين  مدل باشد.  امكان  دقيقها  و  سازي  تر 

درك جامع و  نموده  فراهم  را  غيرخطي  اثرات  تر 

هاي مغناطيسي  تري از نحوه تغيير چيدمان دوقطبيعميق

پديده مو  بهايي  را  مغناطيسي  پسماند  دست  هانند 

بهمي نگاشت دهند.  مثال،    هارمونيك -α هايعنوان 

توانند الگوهاي هندسي و ساختارهاي توپولوژيكي  مي

را كه در اثر تغييرات غيرخطي در مواد فرومغناطيس و 

كنند كه در ترونيك، ايجاد مياسپين شوند را شناسايي 

بهينه و  هوشمند  مواد  آنطراحي  خواص  در سازي  ها 

  هارمونيك -α  هايباشد. نگاشت صنايع مختلف كارا مي

مانند  غيرخطي  اثرات  بررسي  و  واكاوي  در  همچنين 

هاي غيرقابل بازگشت  گذارهاي فاز مغناطيسي و پديده

سازي  توانند آن اثرات را مدلنقشي كليدي داشته و مي

عنوان  ها بهبيني نمايند. براي نمونه، اين نگاشت و پيش
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ابزاري مهم براي توصيف گذارهاي بين حالات مختلف  

ابررساناها،   و  فرومغناطيس  مواد  مطالعه  در  انرژي 

مي بهاستفاده  كاربرد  اين  عميقشوند.  از درك  تري 

رفتار  پديده  و  مغناطيسي  فاز  تغيير  مانند  بنيادي  هاي 

  ، شودها در مواد مغناطيسي منجر ميديناميكي دوقطبي

 ]١٣ .[ 

بررسي منيفلدهاي فينسلري و كاربرد فيزيكي  

   آنها

بررسي كاربردهاي فيزيكي، تعاريف  در اين بخش به   

اوليه و معرفي برخي از قضايا و نمادهاي مهم درهندسه  

پردازيم كه در ادامه اين مقاله مورد استفاده  فينسلري مي

گيرند. در اين راستا از نمادها و تعاريف مراجع  قرار مي

  .بريم] بهره مي١٠,١١[ 

عنوان تعميمي از هندسه ريماني  منيفلدهاي فينسلري به

مي گرفته  نظر  مدل در  در  كه  سيستمشوند  هاي  سازي 

هاي گرانش و نسبيت  غيرخطي و ناهمسانگرد در نظريه

 ] هستند،  برخوردار  بالايي  اهميت  از  ].  ٤,١٥,١٨عام 

نظريهبه نمونه در  مانند  گرانشي تعميمهاي  عنوان  يافته 

براي  ١فينسلر -نشتيناگرانش   فينسلري  منيفلدهاي  از   ،

فضا ميزمان-توصيف  استفاده  خواص  هايي  كه  شود 

بهآن  [ ها  دارد،  بستگي  ذرات  حركت  اين  ٤جهت   .[

در   فينسلري  منيفلدهاي  كه  است  شده  سبب  ويژگي 

هاي فيزيكي نظير تأثيرات ناهمسانگردي  مطالعه پديده 

كيهان مدلدر  و  فضاشناسي  حضور -سازي  در  زمان 

قدرتمند در نظر گرفته هاي قوي گرانشي ابزاري  ميدان

 ] در  ] ١٨شوند  فينسلري  منيفلدهاي  اين،  بر  علاوه   .

ماده چگال ديناميك سيستم  فيزيك  پيچيدهو  نيز  هاي 

[ ك  دارند،  فراوان  راستا،  ] ٩,١٤,٢٠اربرد  اين  در   .

پژوهشگران در بررسي مواد ناهمسانگرد نظير بلورهاي  

هندس از  الاستيك،  مواد  يا  براي    ةمايع  فينسلري 

 
1 Einstein-Finsler Gravity 

هاي داخلي  سازي رفتار انرژي و تنشسازي و مدلشبيه

]. علاوه بر اين در نظريه  ٨,٩نمايند، [ ها استفاده ميآن 

كو ميدان بررسي  آهاي  در  فينسلري  منيفلدهاي  نتومي، 

سيستم آنرفتار  در  كه  ديناميكي  هايي  متغيرهاي  ها 

واب به حركت  جهت  به  غيرخطي  هستند،  صورت  سته 

. بنابراين، منيفلدهاي فينسلري را  ] ١شوند، [ استفاده مي

ديفرانسيل و فيزيك    ة عنوان پلي ميان هندستوان بهمي

به كه  گرفت  نظر  عميقدر  پديدهدرك  از  هاي  تري 

سيستم رفتار  درك  و  در فيزيكي  پيچيده  هاي 

 .كنندهاي فيزيكي كمك شاياني ميسازيمدل 

كنيد منيفلد M୫ فرض  و-m  يك  باشد   بعدي 

π: TM ⟶ M   كلاف مماس آن باشد، و فرض كنيد 

(x, y)  يك نقطه از TM با ويژگي x ∈ M, y ∈ T୶M, 

  . باشد

 (x୧)يك سيستم مختصات موضعي با دامنه V ⊂ M و 

(x୧, y୧)    سيستم مختصات موضعي استاندارد القا شده

y با πିଵ(V) در = y୧ ப

ப୶౟ يك متريك فينسلري باشد .

:F يك تابع M در TM ⟶ [0, است، كه در شرايط  (∞

   :كندزير صدق مي

,F(x :منظم بودن • y) روي TM\{0}  ،هموار است 

,F(x :همگني مثبت  • μy) = μF(x, y) براي μ > 0 ، 

   تحدب قوي: فرم درجه دوم •

g ≔ g୧୨(x, y)dx୧ ⊗ dx୨,    ٤                               

g୧୨: =
1

2
[Fଶ]୷౟୷ౠ , 

,x) در هر نقطه y) ∈ TM\{0}  مثبت و معين است كه

 در آن 

 [Fଶ]୷౟୷ౠ =
பమ୊

ப୷౟ ப୷ౠ.  

مثال  يموضعمنيفلدهاي    ريماني  و  هاي  مينكوفسكي 

اي از منيفلدهاي فينسلري هستند. در ادامه،  شناخته شده

هاي استفاده شده در اين مقاله بيان هاي انديس محدوده

  :شوندمي



  تربقان و همكاران    سيدمهدي كاظمي ...               هارمونيك: از هندسه-α هاينگاشت   ةنظري                                  ٢٩   

1 ≤ A, B, C, … ≤ 2m − 1, 
1 ≤ a, b, c, . . . ≤ m − 1, 
1 ≤ i, j, k, … ≤ m, 
1 ≤ β, γ, δ, . . . ≤ n. 

كميت مهم ديگر در هندسه فينسلري تانسور كارتان  دو  

نشان داده  η و A ترتيب باو فرم كارتان هستند كه به

  شوندصورت زير تعريف ميشوند و بهمي

A ≔ A୧୨୩dx୧ ⊗ dx୨ ⊗ dx୩,   ٥                           

A୧୨୩: =
F

4
[Fଶ]୷౟୷ౠ , 

η ≔ η୧dx୧,  
η୧: = g୨୩A୧୨୩. 

كنيد :SM فرض  =∪୶ S୶M   تصويري كروي  كلاف 

مقياس M روي تغيير  تحت  اينكه  به  توجه  با   باشد. 

y ⟶ ty   براي t > هاي هندسي ساخته  بيشتر كميت  0

 شده توسط ساختار فينسلري ثابت هستند، بنابراين در

SM قابل تعريف هستند. تصوير كانوني p: SM ⟶ M 

,x) تعريف شده توسط y) ⟶ x كلاف مماس ، TM  را

منيفلد   p∗TM بعديm-به كلاف برداري    2m-1روي 

كلافبرمي SM بعدي آن  p∗TM گرداند.  دوگان  و 

فينسلري  به كلاف  دوگان  و  فينسلري  كلاف  ترتيب 

مي نقطه ناميده  هر  در  ,x)شوند.  y) ∈ SMفيبر هر   ، 

p∗TM   داراي يك پايه موضعي { ப

ப୶౟} و يك متريك g 

} است. در اينجا  ٤رابطه  تعريف شده در ப

ப୶౟}   و دوگان

,x) هايترتيب برشبه {dx୧} آن y,
ப

ப୶౟) ∈ Γ(p∗TM) 

,x) و y, dx୩) ∈ Γ(p∗T∗M)   برش  سرتاسريهستند. 

ℓ(x, y) =
୷ౠ

୊

ப

ப୶ౠ ∈ Γ(p∗TM)   ناميده   برش تشخيصي

هيلبرتمي فرم  و  ,M) شود  F) برش  به دوگان  عنوان 

مي گرفته  نظر  در  توسطتشخيصي  و  Π شود  =

[F]୷౟dx୧,    شود كه در آنتعريف مي [F]୷౟ =
ப୊

ப୷౟   .است

بردار   كلاف  از  فيبر  هر  اين،  بر   ريمانيعلاوه 

(p∗TM, g) سازگار قاب  يك  :Ξ୨}   داراي  = u୨
୧ ப

ப୶౟} ،

,g(Ξ୧ است يعني  Ξ୨) = δ୧୨ و Ξ୫: = ℓ.   قاب    دوگان

  با  {Ξ୨} ازگارس

 {Π୨: = ϑ୩
୨

dx୩}    

ω୧(Ξ୨) شود كه در آننشان داده مي = δ୨
୧   .توجه شود 

Π୫ = ω   توان نشان است. بر اساس نمادهاي بالا، مي

dx୨ داد كه = u୧
୨
Π୧ و 

ப

ப୶ౠ = ϑ୨
୧Ξ୧كه در آن ، (ϑ୨

୧) و 

(u୨
୧) رابطه u୨ در 

୩ϑ୩
୧ = δ୨

୧ مي [ صدق  در  ]  ١٠كنند. 

مفاهيم مي اين  با  ارتباط  در  بيشتري  جزئيات  توان 

  .مشاهده كرد

N୨ را با TM ضرايب التصاق غير خطي روي
୧: =

ଵ

ଶ

பୋ౟

ப୷ౠ 

  دهيم كه در آننشان مي

 G୧: =
ଵ

ସ
g୧୩(

பమ୊మ

ப୷ౡ ப୶౞ y୦ −
ப୊మ

ப୶ౡ)   

 :دهيمست. قرار ميا
ஔ

ஔ୶౟ ≔
ப

ப୶౟ − N୧
୨ ப

ப୷ౠ,    ٦                                   

𝛿𝑦௜ = 𝑑𝑦௜ + 𝑁௝
௜𝑑𝑥௝ ,               

𝛱ଶ௠ = [𝐹]௬ೕ

𝛿𝑦௝

𝐹
. 

} شود كهمشاهده مي ఋ

ఋ௫೔ ,
డ

డ௬೔} متعامد يكه موضعي    ةپاي

𝑑𝑥௜} است و 𝑇௭𝑇𝑀 روي , 𝛿𝑦௜} دوگان آن است.    ةپاي

  علاوه بر اين 

{𝛱௞: = 𝜗௦
௞𝑑𝑥௦, 𝜔௠ା௕: = 𝜗௜

௕ ఋ௬೔

ி
}   

 𝜔ଶ௠ است. توجه داشته باشيد كه 𝑇∗𝑆𝑀 موضعي  ةپاي

𝑦௜ دوگان بردار డ

డ௬೔ است كه روي 𝑆𝑀   صفر است. با

توجه به آنچه گفته شد، زير كلاف عمودي، زير كلاف 

روي ساساكي  متريك  و  عنصر حجمي  را  𝑆𝑀 افقي، 

نمادهايبه با  ,𝑉𝑆𝑀 ترتيب  𝐻𝑆𝑀, 𝑑𝑉ௌெ   و 𝐺 نشان  ،

 ]. ١١[  شوندصورت زير تعريف مياده و بهد

𝑉𝑆𝑀 ≔ 𝑈௫∈ெ𝑇𝑆௫𝑀,                                     ٧      

𝐻𝑆𝑀: = {𝜗 ∈ 𝑇𝑆𝑀,    𝛱௠ା௔(𝜗) = 0}, 
𝐺 ≔ 𝛿௜௝𝛱௜𝜔௝ + 𝛿௔௕𝛱௠ା௔ ⊗ 𝛱௠ା௕,       
𝑑𝑉ௌெ: = 𝛱ଵ ∧ 𝛱ଶ ∧ ⋯ ∧ 𝛱ଶ௠ିଵ. 

، است  يكسان 𝐻𝑆𝑀 با 𝑝∗𝑇𝑀 اين واقعيت كهبا توجه به

به گفته مي 𝐻𝑆𝑀 لذا  فينسلري  ترفيع كلاف  لذا  شود. 

Y افقي متناظر با هر برش  ∈ Γ(𝑝∗TM) را با Yୌ,  نشان

  ]. ١٠[  دهيممي

با  تصالا كه  داده ميୡ∇ چرن  نشان    تصال اشود يك  ، 

روي شده  فرم p∗TM شناخته  كه  با   تصالا  است  آن 

  :شودمعادلات زير مشخص مي



    ٣٠                                                   ١٤٠٤، بهار١، شمارة١٥اي، دورةذرههاي بسمجلة پژوهش سيستم   

 

𝑑𝑔௜௝ − 𝑔௜௦𝛱௝
௦ − 𝑔௝௦𝛱௜

௦ = 2𝐴௜௝௦
ఋ௬ೞ

ி
, ٨                

  و

𝑑(𝑑𝑥௞) − 𝑑𝑥௝ ∧ Π௝
௞ = 0. ٩                              

  
از   استفاده  هاي  فرم دو  توان نشان داد كه  مي  ٩رابطةبا 

𝛺௜چرن،    تصالاانحنا  
௝
: = 𝑑𝛱௜

௝
− 𝛱௜

௦ ∧ 𝛱௦
௝,     ساختار

  :زير را دارند

𝛺௜
௝
: =

ଵ

ଶ
𝑅௜௦௧

௝
𝑑𝑥௦ ∧ 𝑑𝑥௧ + 𝑃௜௦௧

௝
𝑑𝑥௦ ∧

ఋ௬೟

ி
. ١٠            

,M) روي ١از طرف ديگر انحناي لندزبرگ F) با L  نشان

 :شودصورت زير تعريف ميشود و بهداده مي

L ≔ L୰ୱ୲dx୰ ∧ dxୱ ∧ dx୲,                             ١١     

L୰ୱ୲: = g୰୧

y୦

F
P୦ୱ୲

୧ . 

آن در  L୰ୱ୲ كه  = −Ȧ୰ୱ୲   تانسور كوواريانت  مشتق   ،

نشان مي هيلبرت  فرم  امتداد  در  را  [ كارتان  ].  ١٠دهد، 

𝜃 فرم-١هر   ديورژانس = 𝜃௞𝛱௞ ∈ 𝛤(𝑝∗𝑇∗𝑀)   نيز

  :شودصورت زير تعريف ميبه

𝑑𝑖𝑣ீ𝜃: = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒ீ𝐷𝜃,  ١٢                                    

آن در  دهنده   𝐷 كه  روي-لوي  تصالانشان   چويتا 

(𝑆𝑀, 𝑔)   به اينكه  𝑇∗𝑆𝑀 با 𝑝∗𝑇∗𝑀 است. با توجه 

  :توان مشاهده كردريخت است، مييك

𝑑𝑖𝑣ீ𝜃 = ∑௜ 𝜃௜|௜ + ∑௔,௕ 𝜃௔𝐿௕௕௔ ١٣                     

= ෍

௜

(𝛻
௻೔

ಹ
௖ 𝑑𝜃)(𝛯௜) + ෍

௔,௕

𝜃௔𝐿௕௕௔, 

 ′′|′′است،   𝑔 يك قاب سازگار وابسته به {𝛯௜} كه در آن

 تصالانشان دهنده ديفرانسيل كوواريانس افقي نسبت به  

,𝑀) انحناي لندزبرگ در L چرن است و F)  ١١[   است.[  

 
  𝛍 با پتانسيل هارمونيك-αهاي نگاشت 

مطالع    به  ابتدا  بخش  اين  -α هاينگاشت   ةدر 

فينسلريه منيفلد  يك  از  𝑀௠) ارمونيك  , 𝐹)   يك به 

ريماني ,𝑁௡) منيفلد  ℎ) منظور مي اين  براي  پردازيم. 

را معرفي كرده و با استفاده   μ انرژي با پتانسيل-α تابع

 
1 Landsberg 

نگاشت  مفهوم  آن،  پتانسيل   هارمونيك-α  از  را  𝜇 با 

نماييم.  بحراني اين تابع انرژي معرفي مي  عنوان نقاطبه

به  ك لازم  است  تابعتوجه  پتانسيل-α ه  با  بر  𝜇 انرژي 

پتانسيل-α اساس چگالي صورت تابعي  به  𝜇   انرژي با 

 و برحسب متريك (𝑑𝑓) از مشتق نگاشت ديفرانسيل

ℎ   روي 𝑁 شود. سپس با استفاده از فرمول  تعريف مي

 بيان مفهوم ميدانتغييراتي اول و عملگر ديورژانس به

α-پتانسيل با  آن  پردازيممي𝜇 تنش  در  :𝜇 كه  𝑀 ⟶

(0, است. توجه شود كه اين ميدان نقشي اساسي   (∞

شرط تعيين  پتانسيل  هارمونيك -α در  با  ايفا   𝜇 بودن 

 با پتانسيل  هارمونيك-f ،  α بيان ديگر نگاشت كند. بهمي

 𝜇 است اگر و فقط اگر 𝜏ఈ(𝜇, 𝑓) ≡ در نهايت، يك .   0

از يك  𝜇 با پتانسيل  هارمونيك -α  هايمثال از نگاشت 

بعدي فضاي اقليدسي سههمنيفلد مينكوفسكي موضعي ب

:𝑓 كنيم. فرض كنيدارائه مي (𝑀, 𝐹) → (𝑁, ℎ)   نگاشتي

فينسلري منيفلد  از  ,𝑀) هموار  𝐹) ريماني منيفلد   به 

(𝑁, ℎ) باشد. همچنين فرض كنيد 𝜇: 𝑀 → (0, يك  (∞

,𝑒ఈ(𝜇 تابع هموار و مثبت باشد. تابع 𝑓): 𝑆𝑀 ⟶ ℝ  كه

 :شودصورت زير تعريف ميبه

𝑒ఈ(𝜇, 𝑓)(𝑥, 𝑦) =                                              ١٤   

𝜇(𝑓(𝑥))(1 + 𝑇𝑟௚(ℎ(𝑑𝑓, 𝑑𝑓)))ఈ , 

چگالي پتانسيل -α را  با  بهمي 𝜇 انرژي  طور  نامند. 

,𝑥) موضعي در مختصات 𝑦) ∈ 𝑆𝑀چگالي ، α- انرژي

  :شودصورت زير نوشته ميبه 𝜇 با پتانسيل

𝑒ఈ(𝜇, 𝑓)(𝑥, 𝑦) =                                              ١٥ 

𝜇(𝑓(𝑥))𝑔௜௝𝑓௜
ఊ

𝑓௝
ఉ

(1 + ℎఊఉ(𝑥෤))ఈ, 
آن در  𝑑𝑓 كه  ቀ

డ

డ௫೔ቁ = 𝑓௜
ఈ డ

డ௫෤ഀ و 𝑥෤ = 𝑓(𝑥)  .است

صورت زير  نيز به 𝑓 ، نگاشت  𝜇 انرژي با پتانسل-α تابع

  :شودتعريف مي

𝐸ఈ(𝜇, 𝑓) =
ଵ

௖೘షభ
∫ௌெ

𝑒ఈ(𝜇, 𝑓)𝑑𝑉ௌெ ,  ١٦                
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𝑐௠ିଵ كه در آن = 𝑉𝑜𝑙(𝑆௠ିଵ) حجم كره استاندارد 

(𝑚 − و   (1 كانوني روي 𝑑𝑉ௌெ بعدي   فرم حجمي 

𝑆𝑀  باشدمي .  

𝑀௠) فرض كنيد , 𝐹) يك منيفلد فينسلري و (𝑁௡, ℎ) 

هموار نگاشت  اگر  باشد.  ريماني  منيفلد   يك 

𝑓: (𝑀, 𝐹) ⟶ (𝑁, ℎ)   نقط تابع  ةيك  از  -α بحراني 

- α را يك نگاشت  𝑓 باشد، آنگاه   𝜇 نرژي با پتانسيلا

 .نامندمي 𝜇 ارمونيك با پتانسيله

:f୲} فرض كنيد M ⟶ N} هموار از يك تغييرات f  باشد

f଴ طوري كهبه = f   و ميدان برداري تغييراتي آن به فرم

 :زير باشد

υ =
ப୤౪

ப୲
|୲ୀ଴ = υஒ ப

ப୷ಊ ∘ f.  ١٧                               

رابط به  توجه  چگالي١٥ةبا   ، α-پتانسيل با   μ انرژي 

 :آيددست ميهصورت زير ب، به f୲ نگاشت 

e஑(μ, f୲)(x, y) = ١٨                                         

μ(f(x))(1 + δ୧୨hஒஓ(xത)f୲|୧
ஒ

f୲|୨
ஓ

)஑, 

xത كه در آن = f୲(x) و  

 df୲(Ξ୧) = u୧
୨ ப୤౪

ಊ

ப୶ౠ

ப

ப୷ಊ ∘ f୲: = f୲|୧
ஒ ப

ப୷ಊ ∘ f.    

  :, داريم١٨ةحال با استفاده از رابط
ப

ப୲
e஑(μ, f୲)|୲ୀ଴ = ١٩                                          

μ(f(x))(1 + |df|ଶ)஑ିଵtrace୥h(∇஥df). 

  :دهيمقرار مي

Θ ≔ μ(f(x))h(υ, (1 + ٢٠                                   

        |df|2)α−1df(Ξi))Πi. 
  گيريم مي، نتيجه ١٣ةبا در نظر گرفتن رابط

divୋΘ = μ(f(x))h(υ, (1                            
            +|df|2)α−1traceg∇df 
             +μ(f(x))df ∘ p(gradୌ(1 
             +|df|ଶ)஑ିଵ) 
             −μ(f(x))(1 
             +|df|ଶ)஑ିଵdf ∘ p(Mୌ 

             +μ(f(x)) ෍

୨

h(∇ஆౠ
ౄυ, (1 

             +|df|ଶ)஑ିଵdfΞ୨)) 

             +g୧୨υஒ ஔஜ(୤(୶))

ஔ୶ౠ h஑ஒf୧
஑,     ٢١                        

  شود صورت زير تعريف ميبه M كه در آن

M: = ∑ୟ,ୠ Ȧୠୠୟeୟ. ٢٢                                        

  داريم ٢١و  ١٩ه از قضيه گرين و روابط با استفاد

d

dt
E(஑(μ, f୲)|୲ୀ଴ =                                                  

−
ଵ

ୡౣషభ
∫ୗ୑

h(τ஑(μ, f), υ)dVୗ୑,                         ٢٣ 

  كه در آن

  
τ஑(μ, f) = 
 (μ ∘ f)(1 + |df|2)α−1traceg∇df 
+(μ ∘ f)df ∘ p(gradୌ(1 + |df|ଶ)஑ିଵ) 
−(1 + |df|ଶ)஑ିଵdf ∘ p(Mୌ) 
−e஑(μ, f)(grad୦μ) ∘ f,    ٢٤                              

  شده است و  فيتعر ٢٢ةدر رابط M كه در آن

 gradୌ(1 + |df|ଶ)஑ିଵ    
  قسمت افقي 

grad(1 + |df|ଶ)஑ିଵ ∈ Γ(TSM)    
:p دهد ورا نشان مي SM ⟶ M تصوير كانوني روي 

SM   است. برش τ஑(μ, f)را ميدان ، α- تنش با پتانسيل 

μ    نگاشت f مي با  ناميده  زير    ٢٤و    ٢٣شود.  نتيجه 

 .آيددست ميهب

هموار  .قضيه نگاشت  :f هر  (M, F) ⟶ (N, h) α-

,τ஑(μ است اگر و فقط اگر μ با پتانسيل  ارمونيكه f) ≡

0 . 

  فرض كنيد مثال

𝜇(x1, x2, x3) = x2 + 2x1 − 3x3,  ٢٥                     

  باشد و ℝଷ يك تابع هموار روي
 f: (ℝଶ, F) ⟶ (ℝଷ, 〈, 〉)   
 يك نگاشت هموار از يك منيفلد موضعاً مينكوفسكي

(ℝଶ, F)   به فضاي سه بعدي اقليدسي (ℝଷ, 〈, باشد  (〈

  زير تعريف شده است ةكه توسط رابط

f(x) = (3xଵ − 5xଶ, −xଵ + 6xଶ, 6xଵ − 7xଶ). ٢٦    

و با توجه   ٢٤و  ٢٣روابط صورت با استفاده از  در اين

 يموضعصورت  بهاينكه انحناي لندزبرگ منيفلدهاي  به

 يك نگاشت  f توان ديد كهمي  مينكوفسكي صفر است،

α-با پتانسيل  هارمونيك μ  است. 
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  𝛍 با پتانسيل هارمونيك- αهايپايايي نگاشت 

به     بخش  اين  نگاشت در  پايايي  - α  هايبررسي 

فينسلري به يك    از يك منيفلد μ با پتانسيل  ارمونيكه

مي ريماني  از  منيفلد  استفاده  با  راستا  اين  در  پردازيم. 

 قضيه گرين و با استفاده از تغييرات هموار دو پارامتري

{f୲ୱ} از f଴,଴ = f   ،تابع  ةفرمول تغييراتي مرتب -α دوم 

پتانسيلا با  مي μ نرژي  محاسبه  مفهوم  را  سپس  كنيم. 

و    هارمونيك-α  هاينگاشت  كرده  معرفي  را  پايا 

كنيم. در نهايت شرايطي كه  كاربردهاي آن را بررسي مي

 μ با پتانسيل هارمونيك-α  هايشوند نگاشت باعث مي

استاندارد   كره  يك  به  فينسلري  فشرده  منيفلد  يك  از 

 .شوداقليدسي پايا نباشند، ارائه مي

پاياينگاشت  در    هارمونيك -α  هاي  كليدي  نقشي 

تعادلي، دارند. اين   هايمويژه در مطالعه سيستفيزيك به

بهنگاشت  انرژي  تابع  تعريف  با  از  ها  تركيبي  صورت 

∫جملات گرادياني (مانند (١ + |dϕ|ଶ)஑  (و پتانسيلي 

پيچيده  سازي رفتارها و سيستمسازي و مدلشبيه هاي 

تحت  هافيزيكي كه در آنها پايداري يا ناپايداري ميدان

انرژي را ممكن  تأثير  دارد  قرار  نيروهاي مختلف  و  ها 

هاي  ها در مدلمي سازند. براي نمونه پايايي اين نگاشت 

، كمك شاياني  1لاندا -گينزبورگ    مانند مدل  ابررسانايي

نموده   ايهاي مرتبههاي پايدار ميدانتحليل پيكربنديبه

مدل اين  در  جملكه  فاز   ة ها،  تغيير  نقش  و  ٢پتانسيل، 

فاز  گذار  با  مرتبط  انرژي  گرادياني،  تعيين  ٣جمله  را 

  هارمونيك -α  هايكند. افزون بر اين پايايي نگاشت مي

مانند   نقشي كليدي در مطالعه ساختارهاي توپولوژيكي

مونوپول 4هاديون ريسمان 5ها،  كيهانييا  ايفا   هاي 

هاي پايدار  ها به شناسايي پيكربنديكند. اين نگاشت مي

پتانسيل تأثير  تحت  كه  خارجيتوپولوژيكي  يا   هاي 

سيستم داخلي  مي تعاملات  كمك  دارند،  نمايند. قرار 

 
1 Ginzburg-Landau Model 
2 Phase Transition 
3 Phase Transition Energy 

پتانسيلبه ديگر،  رفتار  بيان  در  كننده  تعيين  نقشي  ها 

 هاي حدييا در حالت  ها در نزديكي نقاط بحرانيميدان

هايي مانند  هاي مذكور در توصيف پديدهدارند. ويژگي

ناهمسانگردي در  هاتشكيل  توپولوژيكي  تغييرات  يا 

كو  قضاياي  نتوميآمواد  دارند.  فراواني  كاربردهاي 

شرايط وجود يا عدم وجود   ٦رياضي نظير قضيه ليوويل 

ها را تعيين نموده  براي اين نگاشت  هاي نابديهيجواب

هاي فيزيكي ارزش كليدي  كه در درك پايداري سيستم

رياضي و فيزيك    ةدارند. اين قضايا به پژوهشگران حوز

آن در  كه  دقيقي  شرايط  تا  كرده  سيستمكمك  ها  ها 

پايداربه ناپايدار حالت  حالت  يا  مي  و  را گذار  كنند 

در  هارمونيك-α هايشناسايي كنند. از اين رو، نگاشت 

كه   هاي ديناميكيو سيستم خطيهاي غير تحليل سيستم

شامل تعاملات پيچيده هستند، بسيار مفيد و كارا هستند. 

نگاشت  اين  عملي  كاربردهاي  نهايت،  در  در  ها 

را   و فيزيك محاسباتي هاي مختلف فيزيك نظريزمينه

ميهب آشكار  نمونهطور  براي  ديد.  اين  توان  از  اي 

مي مدلكاربردها  به  كريستالي  توان  ساختارهاي  سازي 

و بررسي ديناميك   هاي ابررساناييمايع، توصيف پديده

نقصهجاب نگاشت  هاجايي  اين  نمود.  بهاشاره  دليل  ها 

سيستم انرژي  آناليز  و  تحليل  در  بهتوانايي  صورت  ها 

تركيبي از جملات گرادياني و پتانسيلي، ابزاري نيرومند 

فيزيكي   رفتارهاي  توصيف  مقياسبراي  هاي  در 

پايايي   بنابراين  و  بوده  ماكروسكوپي  و  ميكروسكوپي 

آنها نه تنها در توسعه نظري فيزيك بلكه در كاربردهاي  

 .باشدعملي آن بسيار كارا و ارزشمند مي

با    هارمونيك-α  هايدر ادامه به بررسي پايايي نگاشت 

يك  مي μ پتانسيل براي  منظور  اين  براي  پردازيم. 

پارامتري دو  هموار  f଴,଴ از  f୲,ୱ تغييرات  = f   قرار  ،

  :دهيممي

4 Dyons 
5 Monopoles 
6 Liouville’s Theorem 
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υ: =
∂f୲,ୱ

∂t
|୲ୀୱୀ଴,                        ϑ: =

∂f୲,ୱ

∂s
 

𝒟஑(μ, f) ≔ 2α μ ∘ f(1 + |df|ଶ)஑ିଵ,     
ℰ஑(μ, f) ≔ 4α(α − 1) μ ∘ f(1 

                  +|df|2)α−2.  ٢٧                                 

بررسي فرمول تغييراتي دوم براي حال در قضيه زير به

 .پردازيممي μ با پتانسيل هارمونيك-α  هاينگاشت 

قضيه زير را مطرح    ،براي محاسبه فرمول تغييراتي دوم 

:f فرض كنيد  .و اثبات مي كنيم (M, F) ⟶ (N, h)    يك

پتانسيل  هارمونيك-α  نگاشت  :f୲,ୱ} و μ با  M ⟶

N}ିஞழୱ,୲ழஞ از پارامتري  دو  هموار  تغيير  باشد  f يك 

f଴,଴ طوري كهبه = f  است. در اين صورت:  

I஑,(ஜ,୤)(υ, ϑ) =
∂ଶ

∂t ∂s
E(஑,ஜ)(f)|୲ୀୱୀ଴ 

= −
1

c୫ିଵ
න

ୗ୑

{2𝒟஑(μ, f)〈∇υ, df〉grad୦μ 

−𝒟஑(μ, f)∇୥୰ୟୢಔ
ౄυ 

+μ ∘ fℰ஑(μ, f)〈∇υ, df〉〈∇υ, df〉 
−μ ∘ fh(∇୥୰ୟୢౄ𝒟ಉ(ஜ,୤) υ 
+μ ∘ f𝒟஑(μ, f) 
    tracegRN(υ, df)df, ϑ)}dVSM,    ٢٨                  

,υ   ،ϑ   ،𝒟஑(μ و نمادهاي  ٢٢در   M كه در آن f)   و 

ℰ஑(μ, f)   رابط شده  ٢٧ةدر  همچنيناندتعريف   . R୒ 

روي انحناي  ,N) تانسور  h)   و ,〉است  حاصلضرب    〈

T∗M داخلي روي ⊗ f ିଵTN دهدرا نشان مي. 

فوق   قضيه  اثبات  كنيدفبراي  Mഥ رض  = (−ε, ε) ×

(−ε, ε) × M باشد،  منيفلد حاصل :pത ,ضربي  SMഥ ⟶

Mഥ SMഥ تصوير طبيعي روي كلاف كروي     باشد و تابع 

f:̅ Mഥ ⟶ N ةبا ضابط f(̅t, s, x): = f୲,ୱ(x),   شود.  تعريف

 :دهيمقرار مي

Θ ≔ μ൫f(x)൯𝒟஑൫μ, f୲,ୱ൯ 

× h ൬∇ஆ౟
ౄdf୲,ୱ ቀ

ப

ப୲
ቁ , df୲,ୱ ቀ

ப

பୱ
ቁ൰ Π୧,  ٢٩                 

  و

Θ෡ ≔ μ(f(x))h(∇ ப
பୱ

df୲,ୱ(
∂

∂t
), 𝒟஑(μ, f୲,ୱ) 

× df୲,ୱ(e୧))Π୧.  ٣٠                                               

  اينكه با توجه به

∂𝒟஑൫μ, f୲,ୱ൯

∂s
|୲ୀୱୀ଴ = ℰ஑(μ, f) 

× h ቀ∇ஆ౟
ϑ, df(Ξ୧)ቁ, ١٣                                        

 ها فرمي-١، ديورژانس  ١٣ةو همچنين با استفاده از رابط

Θ و Θ෡ آينددست ميهصورت زير ببه :  

divୋ(Θ) = μ൫f(x)൯ ෍

୧

{Ξ୧
ୌ(𝒟஑(μ, f୲,ୱ)) 

× h(∇ஆ౟
ౄdf୲,ୱ(

∂

∂t
), df୲,ୱ(

∂

∂s
)) 

+ℰ஑(μ, f୲,ୱ)h(∇ୣ౟
ౄ ∇ஆ౟

ౄ df୲,ୱ(
∂

∂t
), df୲,ୱ(

∂

∂s
)) 

+𝒟஑൫μ, f୲,ୱ൯ 

× h(∇ஆ౟
ౄdf୲,ୱ(

ப

ப୲
), ∇ஆ౟

ౄdf୲,ୱ(
ப

பୱ
))},    ٣٢                  

  و

divୋ൫Θ෡൯ = μ൫f(x)൯ ෍

୧

(h(∇ஆ౟
ౄ∇ ப

பୱ

df୲,ୱ ൬
∂

∂t
൰ 

, 𝒟஑൫μ, f୲,ୱ൯df୲,ୱ(Ξ୧)) + h(∇ ப
பୱ

df୲,ୱ(
∂

∂t
) 

, ∇ஆ౟
ౄ(𝒟஑(μ, f୲,ୱ)df୲,ୱ(Ξ୧)))).                         ٣٣  

كارگيري قضيه  هو همچنين ب  ٣٣و    ٣٢با استفاده از روابط

  : گرين داريم

𝜇൫𝑓(𝑥)൯
𝜕𝒟ఈ൫𝜇, 𝑓௧,௦൯

𝜕𝑠
 

× ℎ(𝛻ങ

ങ೟

𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜), 𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜))||௧ୀ௦ୀ଴ =

𝜇(𝑓(𝑥))ℰఈ(𝜇, 𝑓)〈𝛻𝜗, 𝑑𝑓〉〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉. ٣٤                   

  همچنين

∫ௌெ
𝜇൫𝑓(𝑥)൯𝒟ఈ൫𝜇, 𝑓௧,௦൯  

× ℎ ቆ𝛻ങ

ങ೟

𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜), 𝛻ങ

ങೞ

𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜)ቇ |௧ୀ௦ୀ଴𝑑𝑉ௌெ  

= − ∫ௌெ
+ 𝜇(𝑓(𝑥))ℰఈ(𝜇, 𝑓)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒௚𝛻ଶ𝜗 −

𝜇(𝑓(𝑥))𝒟ఈ(𝜇, 𝑓)𝛻ெಹ 𝜗, 𝜐)}𝑑𝑉ௌெ. ٣٥                   

  : شودنتيجه مي ٣٥و  ٣٤از روابط
డమ

డ௧డ௦
𝐸ఈ(𝜇, 𝑓௧,௦)|௧ୀ௦ୀ଴ = ∫ௌெ

డమ௘ഀ(ఓ,௙೟,ೞ)

డ௧డ௦
  

=
1

𝑐௠ିଵ
න

ௌெ

{𝜇(𝑓(𝑥))(
𝜕𝒟ఈ൫𝜇, 𝑓௧,௦൯

𝜕𝑠
) 

× ℎ ቆ𝛻ങ

ങ೟

𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜), 𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜)ቇ  

+𝜇൫𝑓(𝑥)൯𝒟ఈ൫𝜇, 𝑓௧,௦൯ 

× (ℎ(𝛻డ
డ௧

𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜), 𝛻డ
డ௦

𝑑𝑓௧,௦(𝑒௜)) 

+𝜇൫𝑓(𝑥)൯ℎ ቆ𝛻ങ

ങೞ

𝛻ങ

ങ೟

𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜), 𝑑𝑓௧,௦(𝛯௜)ቇ  

+
𝜕ଶ𝜇

𝜕𝑡𝜕𝑠
(1 + |𝑑𝑓௧௦|ଶ)ఈ)}𝑑𝑉ௌெ 
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= −
1

𝑐௠ିଵ

න
ௌெ

{2〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉𝑔𝑟𝑎𝑑௛ − 𝛻௚௥௔ௗഋ
ಹ𝜐 

+𝜇 ∘ 𝑓ℰఈ(𝜇, 𝑓௧,௦)〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉 

−𝜇 ∘ 𝑓ℎ(𝛻௚௥௔ௗಹ𝒟ഀ(ఓ,௙) 𝜐 

−𝜇 ∘ 𝑓𝒟ఈ(𝜇, 𝑓)𝛻ெಹ 𝜐 

+𝜇 ∘ 𝑓𝒟ఈ(𝜇, 𝑓)  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒௚𝛻ଶ𝜐 

+𝜇 ∘ 𝑓𝒟ఈ(𝜇, 𝑓) 

×  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒௚𝑅ே(𝜐, 𝑑𝑓)𝑑𝑓, 𝜗)}𝑑𝑉ௌெ,  ٣٦                  

 .شود و بدين ترتيب اثبات كامل مي

  دهيمقرار مي

𝐼ఈ,(ఓ,௙)(𝜐, 𝜐) ≔ −
1

𝑐௠ିଵ

න
ௌெ

{2〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉𝑔𝑟𝑎𝑑௛𝜇 

−𝛻௚௥௔ௗഋ
ಹ 𝜐 

+𝜇 ∘ 𝑓ℰఈ(𝜇, 𝑓)〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉〈𝛻𝜐, 𝑑𝑓〉 
−𝜇 ∘ 𝑓ℎ(𝛻௚௥௔ௗಹ𝒟ഀ(ఓ,௙) 𝜐 

−𝜇 ∘ 𝑓𝒟ఈ(𝜇, 𝑓)𝛻ெಹ 𝜐 

+𝜇 ∘ 𝑓𝒟ఈ(𝜇, 𝑓)  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒௚𝛻ଶ𝜐 

+𝜇 ∘ 𝑓𝒟ఈ(𝜇, 𝑓) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒௚𝑅ே(𝜐, 𝑑𝑓) 

× 𝑑𝑓, 𝜗)}𝑑𝑉ௌெ.  ٣٧                                           

:𝑓 هرگاه  .تعريف (𝑀, 𝐹) ⟶ (𝑁, ℎ)  نگاشت α-

را پايدار  f صورتباشد. در اين μ با پتانسيل ارمونيكه

هرگاه ,𝐼ఈ,(ఓ,௙)(𝜐 نامند،  𝜐)  برداري ميدان  هر  براي 

  .بزرگتر از صفر باشد f در طول υ تغييراتي

اگر حداقل يك ميدان برداري   ،بالاتعريف  با توجه به   

  موجود باشد كهf در طول 𝜈 تغييراتي
 𝐼ఈ,(ఓ,௙)(𝜈, 𝜈) < 0   

  .ناپاياست  f باشد در اينصورت نگاشت 

  𝛍 با پتانسيل  هارمونيك-αهايپايايي نگاشت 

  هاي اقليدسياز يك منيفلد فينسلري به كره

به بخش،  اين  نگاشت در  پايايي  - α هايبررسي 

فينسلري  ارمونيكه منيفلد  يك  واحد  از  كره  يك  به 

 استفاده از روش متوسط تغييراتاستاندارد اقليدسي با 

 .پردازيممي   [11 ,10]

واحد استاندارد  𝕊୬ كره  ⊂ ℝ୬ାଵ  .بگيريد نظر  در  را 

نشان دادن را به ୗ∇ و ୖ∇ نمادهاي براي  براي  ترتيب 

لويهتصال ا روي-اي  نظر   𝕊୬ و ℝ୬ାଵ چويتا  در 

نقطهمي هر  در  p گيريم.  ∈ 𝕊୬بردار هر   ، υ ∈ ℝ୬ାଵ 

  شكل زير نوشت فرد بهصورت منحصر بهتوان بهرامي

υ = υୃ + υୄ ٣٨                                              

آن در  υୄ و υୃ كه  = 〈υ, p〉p دهنده به نشان  ترتيب 

هستند. در ادامه اين   𝕊୬ بر υ هاي مماسي و نرماللفهؤ م

نمادهاي از  دادن  به Aଡ଼ و B بخش  نشان  براي  ترتيب 

 𝕊୬ و عملگر شكلي ℝ୬ାଵ در 𝕊୬ از دومين فرم اساسي

شود.  استفاده مي X مربوط به يك ميدان برداري نرمال

به  فرم  لازم  دومين  و  شكلي  عملگر  كه  است  توجه 

  :كنندزير صدق مي ةدر معادل 𝕊୬ اساسي
〈B(υ, ω), X〉 = 〈Aଡ଼(υ), ω〉 
= −〈υ, ω〉〈p, X〉. ٣٩                                           

نگاشت  پايايي   ، بالا  نمادهاي  به  توجه  -α هايبا 

پتانسيل  ارمونيكه قضي μ با  در  بررسي    ةرا  ذيل 

  .كنيممي

كنيد  قضيه :f فرض  (M, F) ⟶ 𝕊୬ نگاشت - α يك 

 فينسلري فشردهاز يك منيفلد   μ با پتانسيل  ارمونيكه

(M, F) به كره استاندارد 𝕊୬ كهطوريباشد به   |df|ଶ <

୬ିଶ

ଶ஑ି୬
grad|μ و  ∘ f|ଶ > صورت . 0 اين  پايا   f در 

  .نيست 

,x) دلخواه  ة نقط :اثبات y) ∈ SM  را انتخاب كنيد. قرار

xො دهيممي = fመ(x, y) كه در آن fመ = f ∘ p و p: SM ⟶

M   روي كانوني  فرض SM تصوير   كنيد  است. 

{Θஒ}ஒୀଵ
୬ାଵ در  ةپاي ثابت  نشان  Rୗباشد،   ℝ୬ାଵ متعامد 

انحناي تانسور  و 𝕊୬ دهنده  ୧ୀଵ{Ξ୧} است 
୫ ميدان   يك 

سازگار به M روي  قاب  توجه  با  انحناي  باشد.  اينكه 

  : ثابت است، داريم 𝕊୬ାଵ برشي

∑୬ାଵ
ஒୀଵ ∑୫

୧ୀଵ 〈Rୗ ቀΘஒ
ୃ, df(Ξ୧)ቁ df(Ξ୧), Θஒ

ୃ〉  = (n −

1)|df|ଶ.  ٤٠                                                       

  :توان نشان دادمي ٣٨رابطةبا استفاده از 

μ ∘ f∇୥୰ୟୢౄ𝒟ಉ(ஜ,୤)Θஒ
ୃ =

A஀ಊ
఼

(dfመ(gradୌ𝒟஑(μ, f))), 
٤١                                                                     

  و

∇஥Θஒ
ୃ = ∇

ୢ୤መ(஥)
ୗ Θஒ

ୃ = A஀ಊ
఼

ቀdfመ(υ)ቁ. ٤٢                  
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  : شود، نتيجه مي٤٢رابطةاز 

〈∇஥Θஒ
ୃ, dfመ(υ)〉 = −|dfመ(υ)|ଶ〈xො, Θஒ〉.     ٤٣             

  لذا داريم 

ℰ஑(μ, f) ∑୬ାଵ
ஒୀଵ ∑୫

୧ୀଵ 〈∇ஆ౟
Θஒ

ୃ, dfመ(Ξ୧
ୌ)〉ଶ  

= ℰ஑(μ, f)|df|ସ.    ٤٤                                         

p براي هر ∈ 𝕊୬تابع ، Υஒ: 𝕊୬ ⟶ ℝ ذيل را    ةبا ضابط

  گيريم در نظر مي 
Υஒ(p): = 〈Θஒ, p〉.  

  :داريم 𝕊୬ روي υ در اين صورت براي هر ميدان برداري

A஀ಊ
఼

(υ) = −υΥஒ. ٤٥                                           

  : شودنتيجه مي ٤٥و   ٣٩،٤١ روابط با استفاده از

− ∑ஒ 〈∇୥୰ୟୢౄ𝒟ಉ(ஜ,୤)Θஒ
ୃ, Θஒ

ୃ〉  

= ∑ஒ Υஒ ∘ f〈dfመ(gradୌ𝒟஑(μ, f), Θஒ
ୃ〉, ٤٦               

  و

− ∑ஒ 𝒟஑(μ, f)〈∇୕ౄΘஒ
ୃ, Θஒ

ୃ〉  

= ∑ஒ Υஒ ∘ fመ〈dfመ(Qୌ), Θஒ
ୃ〉.                                ٤٧ 

  ذيل  ةو در نظر گرفتن رابط ٤٥و  ٤١كار بردن با به

∇ஆ౟
ౄΘஒ

ୃ = A஀ಊ
఼

(dfመ(Ξ୧
ୌ))  ٤٨                               

  توان مشاهده كرد كه مي

∑୧ ∇ஆ౟
ౄ∇ஆ౟

ౄΘஒ
ୃ = ∑୧ ∇ஆ౟

ୌ A஀ಊ
఼

(dfመ(Ξ୧
ୌ))  

= − ∑୧ 〈dfመ൫Ξ୧
ୌ൯, Θஒ

ୃ ∘ fመ〉dfመ൫Ξ୧
ୌ൯  

−Υஒ ∘ fመ ∑୧ ∇ஆ౟
ౄdf(Ξ୧),   ٩٤                                

براي   آن  در  ازكه  تساوي  grad Υஒ آخرين  = Θஒ
ୃ، 

  :داريم ٤٩ةاستفاده شده است. بنابر رابط

∑ஒ 𝒟஑(μ, f)〈trace୥൫∇ଶΘஒ
ୃ൯, Θஒ

ୃ〉  
= −𝒟஑(μ, f)|df|ଶ 
− ∑ஒ Υஒ ∘ fመ〈𝒟஑(μ, f)trace୥∇df, Θஒ

ୃ〉.            ٥٠  

  :، داريم٣٦در  ٤٠- ٤٤با جايگزيني 

∑୬ାଵ
ஒୀଵ I஑,(ஜ,୤)(Θஒ

ୃ, Θஒ
ୃ) =

−
ଵ

ୡౣషభ
∫ୗ୑

{ℰ஑(μ, f)〈∇Θஒ
ୃ, df〉ଶ −

h(∇୥୰ୟୢౄ𝒟ಉ(ஜ,୤) Θஒ
ୃ − ℰ஑(μ, f)∇୑ౄ Θஒ

ୃ +

ℰ஑(μ, f)trace୥∇ଶΘஒ
ୃ +

ℰ஑(μ, f)trace୥Rୗ(Θஒ
ୃ, df)df, Θஒ

ୃ)}dVୗ୑ =

−
𝒟ಉ(ஜ,୤)

ୡౣషభ
  

× ∑ஒ ∫ୗ୑
μ ∘ fΥ ∘ f〈τ஑(μ, f), Θஒ

ୃ〉dVୗ୑  

 
1 Topological defects in anisotropic liquid 
crystals 

−
ℰಉ(ஜ,୤)

ୡౣషభ
∫ୗ୑

grad|μ ∘ f|ଶdVୗ୑.     ٥١                   

  داريم ٥١رابطةبا استفاده از 

∑୬ାଵ
ஒୀଵ I஑,(ஜ,୤)൫Θஒ

ୃ, Θஒ
ୃ൯ < 0.  ٥٢                            

و از اين رو اثبات را كامل  پايا نيست   f در اين صورت

 د.كنمي

نقص مدل مايع سازي  بلورهاي  در  توپولوژيكي  هاي 

 هارمونيك 𝜶-هاي ناهمسانگرد با استفاده از نگاشت 

در اين بخش، ارائه و سپس موشكافي يك كاربرد  هدف ما   

نظري  از  ملموس  با  𝜶- هاينگاشت  ةفيزيكي  هارمونيك 

باشد. براي اين منظور  پتانسيل روي منيفلدهاي فينسلري مي

هاي توپولوژيكي در بلورهاي  مسأله تشكيل و پايداري نقص 

عنوان يك تحت يك ميدان خارجي را به 1مايع ناهمسانگرد

دهيم كه  سيستم پيچيده فيزيكي مطالعه نموده سپس نشان مي

چارچوب ريماني سنتي در توصيف دقيق ناهمسانگردي و  

رفتارهاي غيرخطي سيستم دچار محدوديت است. در ادامه،  

جهت  بهنگاشت  با  را  مولكولي  منيفلد گيري  يك  كارگيري 

تابع   يك  تعريف  و  موضعي  مينكوفسكي  نوع  از  فينسلري 

به خارجي،  پتانسيل  با  كل  نگاشتانرژي  يك   𝜶- عنوان 

 ةنماييم. با حل تحليلي معادلهارمونيك با پتانسيل معرفي مي

𝛼௖ يك آستانه پايداريلاگرانژ تحت تقارن كروي، به -اويلر  

به  كه  رسيد  پارامترخواهيم  به  مستقيم  جمله  𝛼 طور  و 

ها دهد كه پايداري نقص وابسته بوده و نشان مي  𝑏௜ انتشاري

از طريق ساختار هندسي و غيرخطي در چارچوب هندسه  

به  ميفينسلري  كنترل  طبيعي  اين  صورت  نهايت  در  شود. 

مدل  با  را  لانداونتيجه  كلاسيك  اريكسن٢دژنر  -هاي  - و 

كنيم كه اين رويكرد  مقايسه كرده و در نهايت ثابت مي  ٣لسلي 

هاي نو در هاي موجود بوده بلكه افقنه تنها سازگار با نظريه

 .نمايدها ارائه مي مورد گذار فاز و كنترل پايداري نقص

2 Landau-de Gennes 
3 Ericksen-Leslie 



    ٣٦                                                   ١٤٠٤، بهار١، شمارة١٥اي، دورةذرههاي بسمجلة پژوهش سيستم   

 

هارمونيك   𝜶- هايسازي اين سيستم ما، از نگاشتبراي مدل 

روي منيفلد فينسلري استفاده نموديم. در روند   𝜇 با پتانسيل

نماييم كه اين چارچوب علاوه بر توليد ساختارهاي  اثبات مي 

دربار جديد  بينشي  در    ةقبلي  هندسي  پارامترهاي  نقش 

 دهد. دست ميه ها بپايداري نقص

به  بلور مايع  عنوان يك سيستم ناهمسانگرد جهت  با فرض 

نگاشت يك  با  بلور  مولكولي  :f گيري  (M, F) →

(𝕊٢, hୱ୲ୢ)   توصيف خواهد شده كه M ⊂ ℝفضايي   ةدامن ٣

موضعي   مينكوفسكييك متريك فينسلري از نوع   Fآن بوده و  

  است: 

F(x, y) = ටa୧୨(x)y୧y୨ + b୧(x)y୧, ٥٣               

جمله انتشاري (ناشي از   b୧ تانسور ناهمسانگردي و  a୧୨كه  

و   خارجي)  مولكوليجهت  fيك جريان  كره   1گيري  به  را 

پتانسيلمي  𝕊ଶ واحد :μ نگارد.   M ⟶ (0, توزيع  (∞

يا  الكتريكي  ميدان  يك  از  ناشي  خارجي  آزاد  انرژي 

  مغناطيسي بوده:

μ(x) = 1 + ε|F(x)|ଶ,    ε > 0,                        ٥٤     

را نمايندگي   𝑥 ةشدت ميدان خارجي در نقط F(x) كه در آن 

اگر  مي خاصه،  آنگاه  E(x)كند.  باشد،  الكتريكي   ميدان 

F(x) = E(x)   گيري و انرژي آزاد حاصل از تعامل جهت

وارد   E(x)|ଶ| صورت مولكولي بلور با ميدان الكتريكي، به 

تحت يك ميدان مغناطيسي يكنواخت يا   خواهد شد. مشابهاً

 خواهيم داشت:  B(x) متغير با جايگاه

Mگيريم  در نظر مي  = Bୖ(٠) كروي و ميدان خارجي ة  دامن

  شعاعي باشد:

 
1 Direction Field 

E(x) = E଴
୶

|୶|
, ٥٥                                        

 : لذا 

μ(x) = 1 + εE଴
ଶ.                                   ٥٦              

را با a୧୨ همچنين، متريك فينسلري  = diag(1,1.5,1.5) 

b୧ و = مي (0.1,0,0) نظر  انتخاب در  اين  با  ها گيريم. 

سازي خواهد  گيري ذاتي سيستم مدل ناهمسانگردي و جهت 

f(x) فرمرا به  f شد. نگاشت = x/|x|  گيري شعاعي) (جهت

مس كروي  تقارن  به  توجه  مي أ با  نظر  در  با  له،  گيريم. 

,τ஑(μة  در معادل  fگذاري نگاشت  جاي f) = و با استفاده   0

روي  تانسوري  تحليل  كه  مي  SM از  كه  نقط  fبينيم    ةيك 

α بحراني است اگر و تنها اگر > αୡ :كه در آن  

αୡ = 1 +
ଵ

ଶ

〈ୠ,∇ஜ〉

|∇ஜ|ାச√ஜ
 . ٥٧                            

 كه در اينجا: 

κ =
ଵ

ଶ

〈ୠ,୐(∇ஜ)〉

|∇ஜ|√ஜ
 , ٥٨                                         

و مي لندزبرگ    L(∇μ) باشد  تانسور  گراديان   L୧୨୩ اثر  بر 

متريك  〈⋅,⋅〉و   μ∇ پتانسيل با  متناظر  داخلي  𝑎௜௝ ضرب   

اينكه براي منيفلدهاي مينكوفسكي باشد. حال با توجه به مي

  موضعي داريم:

L୧୨୩ = 0, ٥٩                                                       

 لذا: 

κ = 0. ٦٠                                                      

آستان عبارت  بالا  توضيحات  چنين   ةبا  براي  پايداري 

 شود:فرم زير ساده مي منيفلدهايي به
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αୡ = 1 +
ଵ

ଶ

〈ୠ,∇ஜ〉

|∇ஜ|
. ٦١                                        

 α و پارامتر    b୧ انتشاري  ةدهد كه جملنتيجه فوق نشان مي

ثير و كنترل دارند. خاصه،  أطور مشترك بر پايداري نقص ت به

μ   ،αୡ∇ و b୧ در صورت موازي بودن > و براي پايداري  1

دست ه نياز به غيرخطي بودن بيشتر وجود دارد. اين بينش ب

روش با  فينسلري  چارچوب  از  قابل آمده  ريماني  هاي 

 .دستيابي نيست

با مدل   اريكسن-هاي كلاسيك : لانداومقايسه  - دژنر و 

  سليل

بر      كه  را  خود  چارچوب  نوآوري  و  برتري  ما  اينجا  در 

منيفلدهاي  _ 𝛼 هاينگاشت روي  پتانسيل  با  هارمونيك 

فينسلري بنا شده را از طريق قياس سيستماتيك با دو مدل  

لانداو مدل  يعني  مايع  بلورهاي  فيزيك  در  و  -بنيادي  دژنر 

سازيم. بدين منظور، ثابت  لسلي را نمايان مي - مدل اريكسن

α كنيم كه در حالت حدي  مي → bi و  1 → ، تابع انرژي   0

يافت تقليل  در مدل   ةما  اريكسن  انرژي  ة  هاي ساده شدتابع 

پيوستگي -لانداو و  سازگاري  بيانگر  كه  بود  خواهد  دژنر 

هاي كلاسيك گذشته است. با اين  چارچوب جديد و نظريه 

لسلي در  - وجود تفاوت كليدي چارچوب ما و مدل اريكسن

طور طبيعي و با ساختار هندسي اين است كه چارچوب ما به 

، ناهمسانگردي ذاتي و كنترل αفينسلري و پارامتر غيرخطي  

نقص  مي پايداري  توصيف  را  مدل  ها  كه  حالي  در  كند 

كلاسيك پايداري مصنوعي را با تعريف تانسورهاي تكميلي  

اين قياس نشان  دست مي ه و شرايط مرزي خاص ب لذا  آيد 

غني   ةدهند و  مدل  انسجام  به  نسبت  ما  تعميم  بودن  تر 

مكانيسم كنترل پايداري    ة كلاسيك است نيز بينشي نو دربار

 دهد. دست ميه ناهمسانگرد ب هاي در سيستم

در اين مدل، تابع انرژي آزاد  دژنر.  -مقايسه با مدل لانداو

مرتبه دو تانسور  يك  برحسب  و   Q୧୨ سيستم  تعريف شده 

جهت  توصيف ميدان  مايكروسكوپي  مقياس  در  را  گيري 

  فرم زير است: نمايد. تابع انرژي به مي

  

ℱ୐ୢୋ[Q] = ∫୑
ቂ

୅

ଶ
Q୧୨Q୨୧ +

୆

ଷ
Q୧୨Q୨୩Q୩୧ +

େ

ସ
(Q୧୨Q୨୧)

ଶ +
୐

ଶ
(∇୩Q୧୨)(∇୩Q୧୨)ቃ dV,            ٦٢ 

آن ضرايب  در  اين  ؤ پارامترهاي م 𝐿 و A, B, C كه  ثر 

 باشند.  مي مدل 

Q୧୨  فرمبه Q در حالت خاص كه  = S ቀn୧n୨ −
١

٣
δ୧୨ቁ  

انرژي    ةجملاين تابع به   ،Sثابت    ة رتبهايي با مدر ناحيه  ،باشد

   شود:اريكسن تحويل مي 

ℱ୉୰୧ୡ୩ୱୣ୬[n] =
୐ୗమ

ଶ
∫୑

|∇n|ଶ dV.              ٦٣ 

در حالت   انرژي كل سيستم  ما، تابع  پيشنهادي  در ساختار 

α حدي → b୧و   ١ → فينسلري٠ متريك   ، F(x, y)   به

ريماني باند g୧୨(x) متريك  و  يافته   S୶M با SM تقليل 

به     SM ريخت خواهند شد. در اين مدل، انتگرال روييك

  تبديل شده و داريم:  M انتگرال حجمي روي

lim
஑→ଵ

lim
ୠ౟→଴

E(஑,ஜ)(f) =
ଵ

ୡౣషభ
∫୑

ቀ∫ୗ౮୑
(1 +

|df|ଶ) dσ(y)ቁ μ(f(x)) dV୥.              ٦٤               

به  توجه  ୗ౮୑∫اينكهبا 
|df|ଶ dσ(y) = c୫ିଵ|∇f|ଶ  اين  ،

 شود: شكل زير ساده ميفرمول به 

E(f) = ∫୑
(1 + |∇f|ଶ)μ(f(x)) dx,            ٦٥       

انرژي اريكسن در حضور يك پتانسيل   ةكه دقيقاً همان جمل

تر تعميم  باشد. حال براي واكافت بهتر و دقيقمي  μ خارجي

  صورتغيرخطي مدل پيشنهادي، تابع چگالي انرژي را به 

e஑(μ, f) = μ(f(x))(1 + |df|ଶ)஑                  ٦٦      
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 مقدارتابع وزني وابسته به     μ(f(x)) در نظر گرفته كه در آن

f    در نقطه x و |df|ଶ = g୧୨ ∂୧f ∂୨f نرم مربع ديفرانسيل f 

ريماني متريك  حساسيت مي  g تحت  آناليز  براي  باشد. 

، مشتق جزئي تابع چگالي f  سيستم به تغييرات گراديان تابع

   شود:به فرم زير رايانش مي df|ଶ| انرژي نسبت به

பୣಉ

ப|ୢ୤|మ = αμ(f(x))(1 + |df|ଶ)஑ିଵ.                    ٦٧ 

صورت  به  df|ଶ| مشتق بالا نشانگر پاسخ سيستم به تغييرات

1) تواني از + |df|ଶ) باشد و ضريب حساسيت آن،  ميα ،

αغيرخطي است. براي ة  كننديك پارامتر كنترل > ، عبارت 1

افزايش با  اگر   df|ଶ| فوق   ،α < اگر   2 و  كاهش  باشد 

αاگر > مي 2 افزايش  نشان ،  كه  غيرخطي   ةدهنديابد  رفتار 

هاي كلاسيك است. از آن سو در  تري نسبت به مدل پيچيده

 اي از متغير نظمدژنر، انرژي به فرم چندجمله -مدل لانداو 

Q   شود:صورت زير نوشته مي به 

ℰ୐ୈ =
ୟ

ଶ
|Q|ଶ +

ୠ

ସ
|Q|ସ + ⋯,              ٦٨               

و بالاتر وارد شده  Q|ସ| كه غير خطي بودن تنها از جملات  

, a و ضرايب b هاي تجربي تعيين گردند. در بايستي از داده

به ما غيرخطي بودن   به صورت هندسي و    فرم  چارچوب 

(1 + |𝑑𝑓|ଶ)ఈ    در خود تابع انرژي نهفته است و نيازي

به افزودن دستي جملات غيرخطي نداريم. ما براي توصيف  

ناهمسانگردي ذاتي سيستم از يك ساختار فينسلري استفاده  

  نموديم. 

,F(x فرض كنيد y)   :يك متريك مينكوفسكي موضعي باشد   

F(x, y) = ටa୧୨(x)y୧y୨ + b୧(x)y୧,               ٦٩       

   b୧(x) معين و-متقارن و مثبت يك تانسور   a୧୨(x) كه در آن

مي  برداري  ميدان  معرفي يك  ناهمسانگردي  متريك  باشد. 

نمايد. كدگذاري مي  T୶M شده جهتي را در فضاي مماسي

 SM صورت انتگرال روي اكنون تابع انرژي كلي سيستم را به 

 كنيم: تعريف مي 

E(஑,ஜ)(f) = ∑୧ ∫ୗ୑
ቀ1 +

trace୥h൫f∗(Ξ), f∗(Ξ)൯ቁ
஑

μ൫f(x)൯dVୗ୑     ٧٠          

آن در  Ξ كه  ∈ T୶M     ،يكه :∗fبردار  T୶M → T୤(୶)N 

باشد كه  مي 𝕊ଶ متريك القايي روي h و f ديفرانسيل نگاشت

  سنجد:را مي  Ξ در جهت 𝑓 تغييرات  ةانداز

h(f∗(Ξ), f∗(Ξ)) = |df(Ξ)|ଶ. ٧١                            

گيري انرژي در تمام  بنابر اين تعاريف و محاسبات، ميانگين

انتگرال جهت  همان  مماسي  رويهاي  نيز  SM گيري  بوده 

 dVୗ୑ و در نتيجه F از طريق ساختار   b୧ و   a୧୨ وابستگي به

شود. اين ساختار با  فرم هندسي در تابع انرژي گنجانده ميبه

لانداو -مدل لانداو  مدل  كه  تضاد است چرا  در  دژنر  -دژنر 

  ورود ناهمسانگردي تنها از طريق جملات تجربي مانند

β୧୨୩୪ ∂୧Q୨ ∂୩Q୪ ٧٢                                         

به   β୧୨୩୪ و با تانسورهاي ضريب  صورت  است كه بايستي 

حالي در  گردند.  تعيين  ما، تجربي  چارچوب  در  كه 

پيكربندي  فضاي  هندسي  ساختار  خود  از  ناهمسانگردي 

مي مي ناشي  مشاهده  تعميم  شود.  يك  ما  رويكرد  كه  كنيم 

دژنر را  -هندسي، غيرخطي و ذاتاً ناهمسانگرد از مدل لانداو 

دهد كه برگرفته از يك اصل تغييراتي طبيعي و دست مي هب

 زيرين فضاي فيزيكي است.    ةهماهنگ با هندس

مواد    لسلي-اريكسن  مدل  بامقايسه   ديناميك  مدل  اين 

چارچوبي   در  را  كريستالي  مايعات  مانند  ناهمسانگرد 

ناوير معادلات  از  تركيبي  كه  نموده  توصيف  - استاندارد 

(مثلاً   يافته و معادلات تكامل براي متغير نظماستوكس تعميم 

,n(x بردار t) تانسور يا  اريكسن  مدل  مدل   Q در  در 
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تعميم - اريكسن ميلسلي  تكامل  يافته)  مدل،  اين  در  باشد. 

,n(x گيريزماني ميدان جهت  t)   ديناميكي   ةاز طريق معادل

   شود:زير كنترل مي 

γଵṅ + γଶ(n ⋅ ∇)u = −
ஔℱ

ஔ୬
, ٧٣                                

,ℱ[n كه    ∇n] اريكسن)  تابع از نوع   انرژي آزاد (معمولاً 

  است:

ℱ[n] = ∫
ஐ

ቂ
୩భ

ଶ
(∇ ⋅ n)ଶ +

୩మ

ଶ
(n ⋅ ∇ × n)ଶ +

୩య

ଶ
|n × (∇ × n)|ଶቃ dx, ٧٤                             

,γଵ و  γଶ   .هستند كريستالي  مايع  ويسكوزيته  ضرايب 

صورت تابعي  تجربي و به   σ୴ همچنين تانسور تنش ويسكوز

 :شودتعريف مي  u∇ ، و گراديان سرعتn ،ṅاز 

σ୴ = αଵ(n ⊗ n): (∇u) n ⊗ n + αଶ n ⊗ ṅ +

αଷ ṅ ⊗ n + αସ D + αହ n ⊗ (Dn) + α଺ (Dn) ⊗

n, ٧٥                                                       

Dكه   =
ଵ

ଶ
(∇u + ∇uୃ) و ضرايب   1تانسور نرخ كرنش 

𝛼௜  .(ضرايب لسلي) بايستي از طريق آزمايش رايانش گردند

بر ت  ثير روي ديناميك سيال در تعيين  أاين تانسورها علاوه 

پايداري موضعي و كيفي سيستم نقشي اساسي دارند. در مدل  

لزومي  - اريكسون شرايط  طريق  از  سيستم  پايداري  لسلي 

  روي ضرايب ويسكوزيته كنترل مي شود كه عبارتند از:

αସ > 0,    αଵ ≥ 0,    αହ + α଺ ≥

,kଵ    و     ,0 kଶ, kଷ > 0, ٧٦                           

مثبت يا  انرژي  تحليل  از  فوق  شرايط  توليد  كه  نرخ  بودن 

آيند. اين امر نشانگر كنترل پايداري در دست ميآنتروپي به

به  مدل  اعمال  اين  طريق  از  و  غيرمستقيم  صورت 

 .باشدضرايب خارجي ميهاي تجربي به محدوديت 

 
1 Rate-of-strain tensor 

محاسب با  ما،  پيشنهادي  چارچوب  سو،  اين  دوم    ةدر  فرم 

نمايد. حال يك  پايداري موضعي را بررسي مي δ٢E تغييرات

كوچك ميدان δf اختلال  با    fدر  و  گرفته  نظر  در  را   ،

  كارگيري گسترش تيلور مرتبه دوم داريم:هب

I஑,(ஜ,୤) = ∫
ୗ୑

ቂα(α − 1)μ(f)(1 +

|df|ଶ)஑ିଶ(δ|df|ଶ)ଶ + (1 +

|df|ଶ)஑ பమஜ

ப୤మ (δf)ଶቃ dVୗ୑. ٧٧                             

I஑,(ஜ,୤) ≥ همچنين    0 و  آزمايشي  اختلالات  تمام   براي 

δf ∈ C଴
ஶ(SM)   شرط لازم براي پايداري موضعي است. با

μ(f) فرض ≥ μ′′(f)و   0 ≥ به  0 توجه  با  α  و  > 1 ،

  عبارت اوليه در اين انتگرال نامنفي است 

كه α(α (چرا  − 1) > توان 0 α و  − α براي 2 ≥ 1  

هندسيتعريف  پارامتر  لذا  است)  طبيعي  به    α شده  طور 

را كنترل مي  با بزرگتر شدنپايداري سيستم  شدت   α كند: 

بزرگ) بالاتر   |df| يعنيf واكنش سيستم به نوسانات تندتر ( 

به كند. و در  همواري بيشتري پيدا ميرفته و سيستم تمايل 

اريكسن مدل  در  ضرايب  - مقابل  بر  علاوه  پايداري  لسلي، 

نيز وابسته است كه اغلب  α୧ به ضرايب ويسكوز  k୧ الاستيك

به  پايداري  اعمال شرايط  به  صورت دستي و بر اساس  نياز 

هاي تجربي وجود دارداين امر باعث خوداتكايي كمتر داده

جاي اشتقاق مدل از نظر تئوريك شده و تحميل پايداري به 

صورت   خارجي  تانسورهاي  طريق  از  انرژي  ساختار  از 

  پذيرد. مي

به   توجه  فرم  ايهپژوهش با  بهساخت  قبلي  نياز  تعريف ها 

  ة تانسورهاي تنش ويسكوز يا ضرايب تجربي اضافي را با ارائ

يك اصل تغييراتي منسجم و استخراج پايداري از فرم دوم  

مي  رفع  را  براي  انرژي  را  ما  چارچوب  ويژگي  اين  نمايد. 

سيستم پاي توصيف  و  نظري  لحاظ  از  ناهمسانگرد  ة هاي 
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رياضي نيرومندتر ساخته كه در آن كنترل پايداري ذاتي و از  

 باشد. انرژي مي  تابعطريق ساختار هندسي و غيرخطي 

 تحليل پايداري و تفسير فيزيكي فرم دوم تغييرات 

:fفرم دوم تغييرات انرژي حول يك نگاشت بحراني    M →

N  يك  ة  يك شاخص از پايداري ديناميكي است كه نمايند

باشد، اين فرم براي  پيكربندي تعادلي در سيستم فيزيكي مي

اختلال ميدان  υ هر  ∈ Γ(f ∗TN) تعريف  به زير  صورت 

   گردد:مي

I஑,(ஜ,୤)(υ, υ) = ∫ୗ୑
[𝒟஑(μ, f)|∇υ|ଶ +

ℰ஑(μ, f)〈∇df, υ〉ଶ −

μ(f) 𝒟஑(μ, f) Ric୒(υ, υ)]dVୗ୑,    ٧٨              

 : كه در آن 

𝒟஑(μ, f) = α(α − 1)μ(f)(1 + |df|ଶ)஑ିଶ, ٧٩        

  و 

ℰ஑(μ, f) = αμ(f)(1 + |df|ଶ)஑ିଵ.     ٨٠                

سيستم   مؤثر  پتانسيل  انرژي  توزيع  نشانگر  ساختار  اين 

جهت هب به  وابسته  و  غيرهولونوميك  فضاي صورت  در  ها 

انرژي  ة  در تابعك انرژي، هزين υ|ଶ∇| مماسي است. عبارت

ناهمواري  با  در  مرتبط  است،  اختلال  محلي در جهت  هاي 

,df∇〉 حالي كه عبارت υ〉ଶ ة  تعامل بين ناهمواري اوليf   و

اختلال مي  𝜐 جهت  نمايش  فضاي را  انحناي  تأثير  دهد. 

نشان  Ric୒ بر پايداري توسط عبارت منفي شامل N هدف

مثبت   انحناي  داريم:  نيز  شده  Ric୒داده  > به ي تما  0   ل 

ناپايداري داشته در حالي كه انحناي منفي با ايجاد سهم منفي  

گردد. اين فرم  در انرژي افزايشي، باعث تقويت پايداري مي 

 متناظر است:   ℒ஑,୤ دوم با عملگر خودالحاق

I஑,(ஜ,୤)(υ, υ) = ∫ୗ୑
〈ℒ஑,୤υ, υ〉 dVୗ୑   ٨١            

هيلبرت  فضاي  روي  ,Lଶ(SM كه  f ∗TN)  مي نمايد.  عمل 

مرتب  و  گسسته  طيف  را  سيستم  پايداري   ةشدرفتار 

{λ୩(α)}୩ୀଵ
ஶ به     نموده،  تعيين  عملگر،  پايداري  اين  ويژه، 

 :معادل است با 𝑓 پيكربندي

λ୫୧୬(α) ≥ 0. ٨٢                                        

يافته) نگاشت شعاعي (مثلاً در يك مدل كروي تقارن   f اگر

Nو  = 𝕊دهد كه كوچكترين  ، آنگاه تحليل طيفي نشان مي٢

به  ازمقدار ويژه  تابعي تحليلي  كند. در  تغيير مي  α صورت 

فرم زير اول به   ة، بسط مرتب𝛼௖همسايگي يك مقدار بحراني  

 :است

𝜆୫୧୬(𝛼) = 𝐶ଵ(𝛼 − 𝛼௖) + 𝑜(|𝛼 − 𝛼௖|),    𝛼 →

𝛼௖ ,   ٨٣                                                     

 :كه در آن

Cଵ =
ୢ஛ౣ౟౤

ୢ஑
ቚ

஑ୀ஑ౙ

> 0. ٨٤                            

كه  ةرابط آنست  نمايانگر  سيستم 𝛼 بالا  در  دما  هاي مشابه 

 كند. هرگاهترموديناميكي، نقش يك پارامتر كنترليرا بازي مي 

α   بالاي به  زير  به αୡ از  ناپايدار  از حالت   بلغزد، سيستم 

 رود: حالت پايدار مي 

α          ناپايدار                       ٨٥ < αୡλ୫୧୬ < 0  

α       پايدار                        ٨٦ > αୡλ୫୧୬ > 0f  

دوم بوده و مشتق اول    ة اين گذار، يك گذار فاز مرتب آشكار

شده) پيوسته اما مشتق دوم  انرژي آزاد (در اينجا عملگر خطي 

 λmin (يا همان طيف عملگر) تغيير ناگهاني در علامت دارد.  

به اينجا،  و در  كرده  دستور عمل  تابع  يك  ة  نقط αୡ عنوان 

αباشد. در  بحراني سيستم مي  = αୡ داريم ،λ୫୧୬ = ، كه  0

دهند صفرة  نشان  حالت  يك  υ଴ وجود  ∈ kerℒ஑ౙ,୤   

فضاي  مي در  ناپايدار  جهت  يك  صفر  حالت  اين  باشد. 
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پيكربندي است كه به شكستن تقارن و ظهور يك پيكربندي 

شود كه دقيقاً مشابه رفتار تر منجر مي جديد با انرژي پايين

- هاي گينزبرگهايي مانند مايعات كريستالي يا مدلسيستم

  .باشدلانداو در حوالي دماي بحراني مي 

پارامتر در  α بنابراين،  رياضي  يك ضريب  اينكه  بر  علاوه 

گذار فاز   ةكنندتابعك انرژي است، يك متغير فيزيكي كنترل

)، سيستم αهاي كوچك (مقادير پايين باشد. در مقياسنيز مي

مقياس به كم و در  و رفتار غيرخطي  هاي نوسانات حساس 

تر در  )، سيستم، مشابه يك فاز سفت αبزرگ (مقادير بالاي 

همواري و مقاومت بيشتري در برابر اختلالات  مواد، تمايل به 

 خواهد داشت.  

اين بخش، براي نخستين بار براي حل يك مسأله فيزيكي 

نگاشت با 𝛼_هاي  واقعي در فيزيك مواد نرم از  هارمونيك 

نشان   و  كرده  استفاده  فينسلري،  منيفلدهاي  روي  پتانسيل 

مدل  به  قادر  چارچوب  اين  كه  دقيق داديم  سازي 

پايداري    ةهاي جديدي درباربينيناهمسانگردي بوده نيز پيش

دهد و در نهايت به يك  دست مي ه هاي توپولوژيكي بنقص

جديد  كنترلي  مي (α) پارامتر  مي دست  كه  تواند يابيم 

ثر در سيستم باشد. نتايج ؤغيرخطي بودن م  ةشاخصي از درج

دست آمده نه تنها اعتبار فيزيكي چارچوب رياضي معرفي  هب

اي براي كاربردهاي آينده و  كند، بلكه نقشه شده را تأييد مي 

مدل  سيستم توسعه  در  پيشرفته  نظير  هاي  پيچيده  هاي 

نيز   كيهاني  ساختارهاي  و  فرومغناطيس  مواد  ابررساناها، 
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