
Journal of Research on Many-body Systems, Volume 15, Number 2, Sumer 2025                       17 

This work is licensed under a  Creative Commons Attribution 4.0 International License     

D
oc

um
en

t T
yp

e:
 F

ul
l l

en
gt

h 
re

se
ar

ch
 P

ap
er

 

P
ag

es
: 1

7-
25

 

Thermodynamic Geometry of Ideal gas with Bose-Dunkl 

statistics 

Maryam Seifi, Zahra Ebadi, Hosein Mohammadzadeh 

Department of Physics, University of Mohaghegh Ardabili, Ardabil, Iran 

Received: 26.05.2025   Final revised: 27.01.2026   Accepted: 14.02.2026   Published On-Line: 31.05.2026 

DOI: 10.22055/jrmbs.2026.49758.1903 
Abstract 

In this paper, we investigate the thermodynamic geometry of an ideal gas composed of particles 

obeying the generalized Bose-Dunkl statistics. We first derive the generalized commutation relations 

for bosonic and fermionic systems with specific parity features using the Dunkl operator. Then, we 

compute the thermodynamic curvature of these systems and compare it with the ideal Bose gas. The 

results show that the thermodynamic curvature remains positive for negative values of the Dunkl 

parameter, similar to the Bose ideal gas, while for positive values of the parameter, the curvature 

initially becomes negative and then turns positive for values beyond a certain threshold. These results 

are consistent with the fermionic and bosonic behaviors in these systems. Additionally, the 

thermodynamic curvature diverges at the fugacity value of z=1 for all values of the Dunkl parameter, 

similar to the ideal Bose gas.  
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  دهيچك

ايم.  كنند را بررسي كرده پيروي مي   دانكل-بوز  ةيافتآل با ذراتي كه از آمار تعميم هاي گاز ايده ترموديناميكي سيستم  ةهندس  در اين مقاله،

هاي خاص پاريته را تدوين هاي بوزوني و فرميوني با ويژگييافته براي سيستمجايي تعميمابتدا با استفاده از عملگر دانكل، روابط جابه

دهد كه انحناي ايم. نتايج نشان مي آل بوزوني محاسبه كرده ها را در مقايسه با گاز ايدهايم. سپس انحناي ترموديناميكي اين سيستم كرده 

ماند، در حالي كه براي مقادير مثبت اين پارامتر،  آل بوزوني مثبت باقي ميترموديناميكي براي مقادير منفي پارامتر دانكل مشابه گاز ايده 

گونه در اين  گونه و بوزونشود. اين نتايج با رفتار فرميونمثبت مي  ،معين  ةآستانانحنا ابتدا منفي و سپس براي مقادير بزرگتر از يك  

آل  براي تمام مقادير پارامتر دانكل مشابه گاز ايده  z=1 ها هماهنگ است. همچنين، انحناي ترموديناميكي در مقدار گريزندگيسيستم

  .شودبوزوني واگرا مي 

   ترموديناميك هندسي، يافتهآمار تعميم  ،عملگر دانكل :واژگاند يكل

 مقدمه

ايده    توصيف    كوآنتوميآل  گاز  براي  بنيادي  چارچوبي 

مي فراهم  ذرات  آماري  توزيعرفتار  آن،  در  كه  هاي  كند 

فرمي بوزدير–استاندارد  و   محوري  نقش  اينشتين–اك 

 منجر  پايين  دماهاي   در  اينشتين –بوز  توزيع  ويژه،به.  دارند

 آن  در  كه  حالتي  شود؛مي  اينشتين–بوز  چگالش  ةپديد  به

 تراز  ترينپايين  در  بوزوني  ذرات  از  توجهي  قابل  بخش

  مقياس   در  جمعي  كوآنتومي  رفتار  و  يافته  تجمع  انرژي

حضور    با.  شودمي  ظاهر  ماكروسكوپي در  حال،  اين 

ويژگيتقارن و  خاص  پاريتههاي  بههاي  كارگيري  اي، 

تعميمچارچوب چنين  هاي  توصيف  براي  يافته 

يابد. در اين راستا، عملگر دانكل  هايي اهميت ميسيستم

 
 :نويسنده مسئول z.ebadi@uma.ac.ir 

تقارنبه گرفتن  نظر  در  براي  مناسب  ابزاري  هاي عنوان 

  .شودانعكاسي معرفي مي
  ١٩٨٠عملگر دانكل كه توسط چارلز دانكل در اواخر دهه  

استاندارد را   ييتابع نمادر واقع يك تعميم از    شد  يمعرف

خاص    يژگ يو  كي،  استاندارد  ييتابع نما كند.  معرفي مي

  . گردانديهمان تابع را برم  د،يريمشتق آن را بگ   يوقت  ؛دارد

هستند،    يمشتق معمول  يدانكل مانند عملگرها   يعملگرها

كه    يياز فضا  يخاص  يها . آنها تقارنجزئيات اضافياما با  

.  رنديگ ي ها را در نظر مبازتاب  ژهيوبه  د،يكني در آن كار م

  : ]٣-١[ دشو يم فيتعر ريصورت زبهشكل اين عملگر 



   ...                                مريم سيفي و همكاران ال با آمار هندسه ترموديناميكي گاز ايده                          ١٩   

١ 𝐷௫ = 𝜕௫ +
ఏ

௫
(1 − 𝑅௫)                                          

به    𝑅௫كه   نسبت  انعكاس  پارامتر     𝜃است.    𝑥عملگر 

𝜃 شود مقادير مجاز آن  دانكل است كه نشان داده مي ≥

اين عملگر روي تابع زوج اثر كند، مانند  اگر  است.  1/2− 

مي رفتار  معمولي  رفتاري  مشتق  فرد  توابع  روي  اما  كند 

متمايز دارد. در واقع اين عملگر حساس به پاريته است و  

  شود. وضوح تمايز قائل ميد بهرزوج و ف ةبين پاريت

θ)  ت يمحدود ≥ برا  (1/2− نظر    نيا   يكه  در  عملگر 

الزامات ر  يناش  شود،يگرفته م  به  ياضياز    ي فضامربوط 

. در كنديآن عمل م ياست كه عملگر دانكل بر رو يتابع

𝑥)  ينگيتك  ةنقط  يكينزد = در   لقابل قبو   بايد  ، توابع(0

بمانند و   يباق  ريپذهمچنان انتگرال  ،باشد  هيچارچوب نظر

مناسب  لبرتيه  يفضا ساختار  در   يمربوطه  باشد.  داشته 

θ)كه    يصورت < طور واگرا  وزن به  نيباشد، ا  (1/2−

  جهيدر نت  شود،ي نقض م  يريپذرفتار كرده و شرط انتگرال

  ) Self-adjointness(  ي خودالحاق  ت ي عملگر دانكل خاص

م دست  از  را  ادهديخود  از    نانياطم  يبرا  يژگ يو  ن ي. 

ف  ژهيو  ريمقاد  بودنيواقع انسجام  حفظ    مدل   يكيزيو 

بنابرا  يضرور θ)شرط    ن،ياست.  ≥ −1/2) 

قابل  ياضير  يداريپا  ةكنندن يتضم   ي كيزيف  ريتفس  ت ي و 

  عملگر است.  نيحاصل از ا  جينتا

دانكل   جاب  ديتول  يبرااي  زمينهعملگر  در    جاييهروابط 

تقارن كرد  انعكاسي  يهاحضور  به    ايجاد  منجر  كه 

فيزيك    يهانهيزم  ريو سا  كوآنتومي  كيدر مكان  ييكاربردها

اي  افتهي  ميتعم  هيفور  لي تحل  ،در رياضيات  مثلاً  .ه است شد

مي ممعرفي  در  همچنين  سا  كوآنتومي  كيكان كند.    ر يو 

  ي هايژگ يبا و  ييهاستميدر س  ژهيوبه  ك،يزيها در فنهيزم

  ي هاروشذرات خاص كه به  ايها  ستاليمتقارن (مانند كر 

آن شكل    ةواسطعملگر و به  نيكنش دارند)، ابرهم  يخاص

معادل  ةمعادل  ةيافتتعميم  به  كه  -شرودينگر  ةشرودينگر 

توجه    باتر توابع موج  قي دق  فيبه توص  دانكل موسوم است،

  .]٨-٤[ پردازدسيستم مي ةخواص پاريتتر بهعميق

  ترموديناميكي ةهندس

سيستم    تحليل  در  پيشرفته  رويكردهاي  از  هاي  يكي 

تعميم آمار  با  روشترموديناميكي  از  استفاده  هاي  يافته، 

به كه  است  ترموديناميك  در    ةهندس عنوان  هندسي 

مي  ترموديناميكي مفهوم.  ]٩و١٠[  شودشناخته    ي برا  اين 

و   نياول توسط  و  نهولديبار  كه  شد،  تعر  يمطرح   فيبا 

  يدگاهيد  ،يداخل  يدوم انرژ  ة مشتقات مرتب  ةيبر پا  كيمتر

  . ] ١١[  دارائه كر كينام يبه ترمود يهندس

متريك روش،  اين  ميدر  مختلفي  اساس  هاي  بر  توان 

بهپتانسيل كرد.  تعريف  گوناگون  ترموديناميكي  طور هاي 

فيشخاص،   اساس به  رائو-متريك  بر  زير،  صورت 

به نسبت  پارش  تابع  لگاريتم  پارامترهاي    مشتقات 

   :شودناافزايشي تعريف مي

٢                                                
2 ln( )

ij i j
g

 
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رابطه، اين  و    )(در  پارش  دهنده نشان  𝛽௜تابع 

[  پارامترهاي است  انحناي  ].  ١٢و١٣ناافزايشي  كميت 

روي يا  فضا  براي  ريچي  اسكالر  واقع  در    ة ترموديناميكي 
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اصولاً است.  ترموديناميكي    الات صات  ازبايد    پارامترهاي 

دست آيد. در شوند، سپس تانسور ريمن به  آفين محاسبه

ريچي   اسكالر  نهايت  در  و  ريچي  تانسور  بعدي  گام 

  ه دو بعدي نشان داد  ةشود. اما براي يك رويمحاسبه مي

مربوط   ريچي  اسكالر  همان  زير  عبارت  كه  است  شده 

انحناي    ةرويبه همان  يا  بعدي  دو  ترموديناميكي 

  ]: ١٣-١٦ترموديناميكي است [ 
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𝛽كه منظور از   = 1/𝐾𝐵𝑇    و𝛾 = −𝜇/𝐾𝐵𝑇    كه   است  

آن   و    μدر  است   𝐾஻پتانسيل شيميايي  بولتزمن    و  ثابت 

روياست  دما    𝑇  پارامتر ترموديناميكي    ةو  دوبعدي 

 ةبنا شده است. در رابط  )𝛽 و 𝛾(   برحسب اين دو پارامتر

  فوق داريم: 
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از   به    𝑔௜௝,௞منظور  نسبت  متريك  عناصر  مشتقات  نيز 

است.  ترموديناميكي  ترموديناميكي    پارامترهاي  كميات 

دست  هذرات نيز از روابط زير بكل  و تعداد   داخلي  انرژي

    آيند:مي

 

٥                          𝑈 = ∫ ϵ
ஶ

଴
 𝑛(ϵ) Ω(ϵ) 𝑑𝜖,                

٦                          𝑁 = ∫ 𝑛(ϵ)
ஶ

଴
 Ω(ϵ) 𝑑ϵ,                  

 Ω(𝜀)توزيع عدد اشغال و    ةنشان دهند  𝑛(ϵ)   كه در آن

حالت  ميچگالي  مشخص  را  براي    كندها  ذرات  كه 

ቀ𝜀شكل  غيرنسبيتي در سه بعد به
భ
మቁ  كه در    شود ساده مي

  . انرژي ترازها است  εآن 

انحنا  است  شده  ا  يك يناميترمود  يمشخص   آلدهيگاز 

ا  كيكلاس كه  است  صفر  با  به  نيبرابر  وجود امر  عدم 

. در مقابل، شوديذرات نسبت داده م  ان يم  يكنش ذاتبرهم

ا  يكيناميترمود  يانحنا )  يوني (فرم  يبوزون  آلدهيگاز 

  يكنش آمار) است كه بر وجود برهميمثبت (منف  ب يترتبه

دلالت دارد. افزون بر    هاستمي س  نيجاذب (دافع) در ا  يذات

عنوان  به  يكيناميترمود  ي در انحنا  نيوجود نقاط تك  ن،يا

گذارها  يانشانه وقوع  س  ي از  در    ي هاستميفاز 

  .]١٤[. شوديم  ريتفس يكيناميترمود

  دانكل -بوزعملگر  تابع توزيعمعرفي 

كه  همان    هستيمطور  به  آشنا  مربوط  هميلتوني   ،

مينوسان را  فرميوني  و  بوزوني  اساس  گرهاي  بر  توان 

خلق عملگرها    عملگرهاي  اين  كرد.  بيان  فنا  براي  و 

بهها (فرميون  هابوزون جابه)  روابط  از  جايي  ترتيب 

مي(پادجابه تبعيت  استاندارد  اين  جايي)  گسترش  كنند. 

بوزوني، در    كوآنتوميگرهاي  روش براي توصيف نوسان
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تكان كه  آن  ةحالتي  دانكل  متناظر  عملگر  اساس  بر  ها 

جايي  يافته تعريف شده باشد، منجر به روابط جابهتعميم 

  :صورت زير قابل ارائه است گردد كه بهاي مييافتهتعميم 

٧                     ቂ𝑎௜
஽ , 𝑎௝

ற஽
ቃ = 𝛿௜௝(1 + 2𝜃𝑅௜)   

𝑎௜كه منظور از  
஽    و𝑎௜

†஽
گرهاي فنا و خلق دانكلي  عمل  

و   است.    𝜃هستند  دانكل  اپارامتر   (𝑅𝑖)رابطه،    نيدر 

هر    ا يتابع موج    ياست كه بر رو  )عملگر بازتاب (انعكاس 

صورت را به(𝑥𝑖)  ريمتغمربوط به  ةعمل كرده و مؤلف  تابعي

  :دهديم رييتغ ريز

٨                                      𝑅௜𝑓(𝑥௜) = 𝑓(−𝑥௜)   

دبه مؤلف  (𝑅𝑖)عملگر    گر،يعبارت  را   (𝑥𝑖)  ةعلامت 

م بهكنديوارونه  ذاتاً  دانكل  عملگر  كه  آنجا  از  تقارن  . 

  ييجا جابه  ةدر رابط  (𝑅𝑖)حساس است، حضور    يبازتاب

  ، يدانكل  ة ذر  كيفنا شدن    ايمعناست كه هنگام خلق    نيابه

. در  شودي م  حاظها لكنشدر برهم  زيحالت ن  ةتيسهم پار

𝑅𝑖𝑓(𝑥𝑖))  ميتوابع زوج دار  يبرا  جه،ينت = 𝑓(𝑥𝑖))   و

فرد    يبرا 𝑅𝑖𝑓(𝑥𝑖))توابع  = −𝑓(𝑥𝑖)) تفاوت كه   ،

ساختار   دگاه يرا از د يدانكل  يها ونيها و فرمرفتار بوزون

  . تواند مشخص كندمي تهيپار

نوسانشيوهبه با  مشابه  فرميوني  اي  و  بوزوني  گرهاي 

توان متوسط عدد اشغال در هر تراز انرژي،  استاندارد، مي

بيان ديگر تابع توزيع را استخراج كرد. اين تابع توزيع  يا به

= 𝜃 وابسته به پارامتر دانكل است و در حالت حدي  0، 

يابد. شكل اينشتين كلاسيك تقليل مي-به تابع توزيع بوز

    .]٨[  است  صورت زير ارائه شدهدقيق اين تابع توزيع به

𝑛஽(𝜖)  =
2

−1 + 𝑒ଶఉఢ𝑧ିଶ
 

٩                                        +
ଵ

ଵା௘ഁച௘మഇഁച௭షభ
     

آن  در  𝑧كه  = 𝑒ିఊ = 𝑒ఓ/𝐾𝐵்    گريزندگي معرف 

  دانكل -بوزفوق كه در واقع تابع توزيع    عي تابع توزاست.  

كه    است، 𝜃زماني  = به  0 𝑛஽(𝜖)  صورتباشد،  =

ଵ

ିଵା௘ഁച௭షభ  درواقع همان توزيع بوزكه  يابد  كاهش مي -

است. شكل  اينشتين  به١در  مربوط  توزيع  آمار  ،  اين 

𝑥  برحسب يافته  تعميم  = 𝛽(𝜖 − μ)    مقادير براي 

دانكل   پارامتر  است رامختلف  شده  كه  همان  .ائه  طور 

م حالت    شود،يمشاهده  𝜃)در  = به    قاًيدق  عيتوز  ،(0

م  نينشتاي –بوز  عيتوز كاهش  رفتار    ابديياستاندارد  كه 

س  م  آلدهيا  يبوزون  ستميمرجع  مشخص  با  كنديرا   .

توز  شيافزا دانكل،  پارامتر  مثبت  اشغال   عيمقدار  عدد 

بوز حالت  به  تغ  نينشت اي–نسبت  مقدار   رييدچار  و  شده 

𝑛(𝑥)  هر    يبرا(𝑥)  م اابدي يكاهش  با  برا   ن ي.    ي حال، 

 𝑥)  ةيدر ناح  عي، توز(𝜃)  ريمقاد  يتمام →   ي رفتار  (0 

نشان م از خود   يهاستميس  يذات  يژگ يكه و   دهديواگرا 

  ن يهمچن  است.  نينشتاي–و مرتبط با چگالش بوز  يبوزون

و به    افتهيكاهش    كنواخت ي  هايمنحن  يتمام  ،x  شيبا افزا

افت    ن يتر ابزرگ  يها   θياما برا  شوند،يم  كيصفر نزد

  .است  ترعيسر

𝑥دانكل برحسب  –توزيع بوز  .١شكل = 𝛽(𝜖 − μ)  ازاي مقادير به

  . مختلف پارامتر دانكل
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  دانكل -بوزتوابع ترموديناميكي توزيع 

گيري از تعاريف استاندارد در مكانيك آماري و  با بهره   

پلي توابع  از  استفاده  توزيع همچنين  تابع  براي  لگاريتم، 

𝑛 =
ଵ

௔ା௘ഁ(ഄషഋ)   روابط  از  انرژي داخلي و تعداد ذرات

بعدي در يك جعبه    Dآل  يك سيستم گاز ايدهبراي    ٦و    ٥

  ]١٣-١١[ آيددست ميبهصورت زير  به 𝐿஽با حجم 

١٠         𝑈 = − ቌ
௰ቀ

ವ

഑
ାଵቁ

௰ቀ
ವ

మ
ቁ

ఉ
షቀ

ವ
഑

శభቁ

௔
𝐿𝑖ವ

഑
ାଵ

(−𝑎𝑧)ቍ,  

١١                  𝑁 = − ቌ
௰ቀ

ವ

഑
ቁ

௰ቀ
ವ

మ
ቁ

ఉ
షቀ

ವ
഑

ቁ

௔
𝐿𝑖ವ

഑

(−𝑎𝑧)ቍ.  

از   پلي  𝐿𝑖௡(𝑥)منظور  است توابع  آمار .  لگاريتم  براي 

𝑎كلاسيك   = كه  ،است   0 حالي  بوز  در  آمار  - براي 

𝑎اينشتين   = فرمي  و  1− آمار  𝑎  نيز  ديراك -براي  =

كه يك    ٩ةرابط  دانكل-بوزبراي توزيع  ،  . حالاست   1+

انرژي داخلي و توان اينشتين است، مي-تعميم از آمار بوز

براي  كل  تعداد   تبعيت  ذرات  آماري  چنين  از  كه  ذراتي 

  :صورت زير استخراج كردهبكنند، مي

١٢                                                                      𝑈 =

2 ቆ
௰ቀ

ವ

഑
ାଵቁ

௰ቀ
ವ

మ
ቁ

ቇ 𝛽ିቀ
ವ

഑
ାଵቁ

൤2ିቀ
ವ

഑
ାଵቁ

𝐿𝑖ವ

഑
ାଵ

(𝑧ଶ ) +

       (1 + 2𝜃)ିቀ
ವ

഑
ାଵቁ

𝐿𝑖ವ

഑
ାଵ

(−𝑎𝑧)൨,       

١٣  

N = 2 ቌ
Γ ቀ

𝐷
σ

ቁ

Γ ቀ
𝐷
2

ቁ
ቍ β

ିቀ
஽
஢

ቁ
    ൤2

ିቀ
஽
஢

ቁ
𝐿𝑖஽

஢

(𝑧ଶ )

− (1 + 2θ)ିቀ
஽
஢

ቁ
𝐿𝑖஽

஢

(−𝑎𝑧)൨ 

نيز توان در معادله    𝜎بعد سيستم است و     𝐷كه منظور از  

تكانه برحسب  ذرات  انرژي  رابط  پاشندگي  𝜀  ةدر  =

𝛼𝑝ఙ  ١٢(روابط  ذكر است كه در    قابلدهد.  را نشان مي  

𝐷يك سيستم    براي ،  )١٣و   = - بعدي و غير نسبيتي  3

𝜎 =   : شودزير ساده مي ةشكل سادبه 2

١٤                       𝑈 = −
ଷ ௅௜ఱ

మ

(௭)

ଶ ൫ఉ(ଵାଶఏ)൯
ఱ
మ

+
ଷ ௅௜ఱ

మ

൫௭మ൯

ସ √ଶ ఉ
ఱ
మ

,  

١٥                         𝑁 = −
 ௅௜ఱ

మ

(௭)

൫ఉ(ଵାଶఏ)൯
య
మ

+
ଷ ௅௜య

మ
൫௭మ൯

 √ଶ ఉ
య
మ

.  

 ) كه  صورتي  در  بالا  𝜃روابط  = شود  0 داده  قرار   (

  : شونداينشتين استاندارد تبديل مي-صورت بوزبه

  

١٦                       𝑈 =
ଷ

ସ
√π βି

ఱ

మ 𝐿𝑖3
2

+1
 (𝑧),               

١٧                                       𝑁 =
√஠

ଶ
 βି

య

మ 𝐿𝑖3
2

 (𝑧). 

ايده  ةهندس گاز  خواص  و    الترموديناميكي 

   دانكل-بوز

توان ي، عناصر متريك را ميدانكل-بوزبراي يك سيستم     

گذاري روابط  جاي  با استفاده از  شده   در يك حالت ساده

  :صورت زير استخراج كردبه ٤روابط ) در١٥و١٤(

١٧ 



   ...                                مريم سيفي و همكاران ال با آمار هندسه ترموديناميكي گاز ايده                          ٢٣   
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ଶ
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3
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−
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ଶ

(𝑧ଶ)
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ଶ

ቍ, 

١٨ 
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(1 + 2𝜃)𝐿𝑖ଵ
ଶ
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ଷ
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−
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 𝛽
ଷ
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ቍ. 

توان انحناي  ، مي٣ةو رابط  بالابا استفاده از روابط  اكنون  

اگرچه   كرد.  محاسبه  را  سيستم    ة رابطترموديناميكي 

نظدست به از  اما  آمده  است،  طولاني  بسيار  رياضي  ر 

بهبه آن  رفتار  سهولت،   ٢در شكل  نمودارصورت  منظور 

 ت. نمايش داده شده اس 

براي   ترموديناميكي  انحناي  علامت  كه  است  مشخص 

ايده گاز  مشابه  همچنان  دانكل  پارامتر  منفي  آل  مقادير 

مي باقي  مثبت  كه بوزوني،  معناست  بدان  اين  ماند. 

تأثير قرار  برهم آماري جاذب سيستم تحت  نگرفته كنش 

منفي    است. مقادير  مقدار پاريعني  گرچه  دانكل،  امتر 

ايده گاز  به  نسبت  را  ترموديناميكي  بوزوني  انحناي  ال 

مي تغيير  تدستخوش  آن  علامت  روي  اما  ثيري أكنند، 

كنش آماري براي  اين معني است كه برهمندارند. اين امر به

  مقادير منفي پارامتر دانكب، كماكان جاذب است.  

يافته دانكل، با اين حال، براي مقادير مثبت پارامتر تعميم

مي مقادير  مشاهده  براي  ترموديناميكي  انحناي  كه  شود 

منفي است و براي  ؛  ∗𝑧،گريزندگي   معينكمتر از يك مقدار  

 .شودمقادير بيشتر از آن مثبت مي

ازاي مقادير رفتار انحناي ترموديناميكي برحسب گريزندگي به  .٢شكل

رايندهاي  فمختلف مثبت (بالايي) و منفي (پاييني) پارامتر دانكل براي  

𝛽)همدما   = 1). 

بازه 𝑧اي  در  < 𝑧∗فرميون رفتار  نوعي  ظاهر  ،  گونه 

مشخص مي منفي  ترموديناميكي  انحناي  با  كه  شود 

مقابمي در  مقادير  گردد.  براي  𝑧ل،  > 𝑧∗ رفتار  ،

شود كه  گونه با انحناي ترموديناميكي مثبت ديده ميبوزون

بر  كنش آماري جاذب است. علاوهحفظ برهم  ةدهندنشان

ايده گاز  مشابه  دانكل،  پارامتر  مقادير  تمام  براي  آل اين، 
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كه    شودواگرا مي   z=1بوزوني، انحناي ترموديناميكي در 

-تواند دال بر وجود گذار فازي مشابه با چگالش بوزمي

  اينشتين باشد. 

  گيريبحث و نتيجه 

- بوزهاي  هاي سيستمبررسي ويژگيدر اين تحقيق، به   

ي و تأثير پارامتر دانكل بر خواص ترموديناميكي آنها  دانكل

گرديد معرفي  دانكل  عملگر  ابتدا  سپس   پرداخته شد.  و 

معرفي    دانكل-بوزگرهاي خلق و فناي  جبر مربوط به عمل

  شد.
هاي آماري و توابع  يافته، توزيعبا استفاده از روابط تعميم

م سيستمترموديناميكي  براي    دانكل-بوز هاي  ختلف 

بهبه روابط  اين  آمد.  سيستمدست  براي  گاز  ويژه  هاي 

پارامتر  ايده مختلف  مقادير  براي  و  مختلف  ابعاد  در  آل 

توزيع هستند.  استفاده  قابل  اين  دانكل  به  مربوط  هاي 

را نشان     θنكلاوضوح وابستگي به پارامتر دها بهسيستم

اينشتين  -معروف بوز  توزيعخاص به  دهند كه در حالت مي

 .يابندتقليل مي

آمده، بررسي  دست توجه در نتايج بهاز جمله نكات جالب 

سيستم ترموديناميكي  مثبت  انحناي  مقادير  براي  بود.  ها 

ترموديناميكي   انحناي  كه  شد  مشاهده  دانكل،  پارامتر 

مقادير  مي از خود نشان دهد. در  را  متفاوتي  تواند رفتار 

گريزندگي، انحناي ترموديناميكي  معيني از  كمتر از مقدار  

گونه است، در حالي  دهنده رفتار فرميونمنفي بود كه نشان

رفتار  به  و  مثبت  انحنا  آن،  از  بيشتر  مقادير  براي  كه 

ميبوزون متمايل  انحنا گونه  در  تغييرات  اين  شود. 

برهم  ةدهندنشان در  و  كنشتغييرات  سيستم  آماري  هاي 

هاي ترموديناميكي آن تأثير پارامتر دانكل بر ويژگي  ةنحو 

 .است 

در ترموديناميكي  انحناي  واگرايي  ديگر،  نكات  از    يكي 

z=1  اين  متداول است آل بوزوني بود كه مشابه گاز ايده .

مي زيرا  است  برخوردار  بالايي  اهميت  از  تواند ويژگي 

بيني  وجود گذار فاز در اين سيستم باشد. پيشاي از نشانه

اينشتين وجود  -شود كه گذار فازي مانند چگالش بوزمي

ي چنين گذاري و يافتن دماي گذار سداشته باشد كه برر

باشد،  دانكل  پارامتر  به  وابسته  بايد  زياد  احتمال  به  كه 

  ما در اين زمينه است.  ةموضوع پژوهش آيند

ايدهمي گاز  ترموديناميكي  انحناي  كه  فرميوني دانيم  ال 

كنش آماري دافع براي اين  برهم   ةدهندمنفي است كه نشان

ذرات است. با اين وجود، انحناي ترموديناميكي براي گاز  

كنش آماري جاذب  ال بوزوني مثبت است و بر برهمايده

همچنين انحناي ترموديناميكي گاز  ها دلالت دارد.  بوزون

در   𝑧بوزوني  = مي  1 بر وجود چگالش  واگرا  كه  شود 

كيد دارد.  أاينشتين در اين مقدار بحراني گريزندگي ت-بوز

ازاي مقادير مثبت  نكته مهم و جالب توجه آن است كه به

پارامتر دانكل؛ انحناي ترموديناميكي منفي و مثبت وجود  

به را  بتوان چنين رفتاري  ايدهدارد. شايد  گاز  ال چگالش 

دانيم عليرغم خاصيت  فرميوني مرتبط ساخت. چنانچه مي

كنش آماري دافع آنها  برهم   شأها كه در واقع منطرد فرميون

مي مشاهده  سيستم  است،  پايين  دماهاي  در  كه  شود 

هاي كوپر، رفتاري بوزون گونه از  تواند با تشكيل زوجمي

به جفت خود  اين  سپس  و  بگذارد  كوپر نمايش  هاي 

تر، فاز چگاليده را تشكيل دهند.  توانند در دماهاي پايينمي

  له در دست تحقيق است. أتر اين مسبررسي عميق
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